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Avant-propos 

Le présent volume reprend, avec quelques additions, un cours professé 
à la Faculté des Sciences de Paris, dans le cadre de la licence d'enseigne­
ment, pendant les années scolaires 1957-58, 1958-59 et 1959-60. Il est 
consacré essentiellement à la théorie des fonctions analytiques d'une 
variable complexe. Le cas des fonctions analytiques de plusieurs variables 
réelles ou complexes est néanmoins abordé au chapitre IV, ne serait-ce que 
pour permettre d'envisager les fonctions harmoniques de deux variables 
réelles comme des fonctions analytiques, et de traiter, au chapitre VII, 

du théorème d'existence des solutions des systèmes différentiels dans le 
cas où les données som analytiques. 
Le sujet traité dans ce livre couvre la partie du programme du certificat 
de « Mathématiques II }} consacrée aux fonctions analytiques. Ce même 
sujet était déjà inclus dans le certificat de « Calcul différentiel et intégral» 
de l'ancienne licence. 
Les programmes des certificats de licence n'étant pas fixés dans le détail, 
le professeur conserve en principe une assez grande liberté pour la matière 
de son cours. Cette liberté n'est guère limitée que par la tradition; lorsqu'il 
s'agit des fonctions analytiques d'une variable complexe, la tradition, en 
France, est à vrai dire assez bien établie. Il sera donc peut-être bon d'indi­
quer maintenant dans quelle mesure je me suis écarté de cette tradition. 
En premier lieu, j'ai préféré commencer par présenter non le point de vue 
de Cauchy (fonctions dérivables et intégrale de Cauchy), mais le « point 
de vue de Weierstrass », c'est-à-dire la théorie des séries entières conver­
gentes (chapitre 1). Celle-ci est elle-même précédée d'un exposé succinct 
des opérations formelles sur les séries entières, c'est-à-dire de ce qu'on 
appelle aujourd'hui la théorie des séries formelles. J'ai aussi innové 
vis-à-vis de la tradition en consacrant deux paragraphes du chapitre VI 

à une exposition systématique, quoique fort élémentaire, de la théorie 
des « espaces analytiques» abstraits (à une dimension complexe). Ce qui 
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Avant-propos 

est appelé ici « espace analytique» n'est pas autre chose que ce qui était 
auparavant et est encore souvent désigné sous le nom de «surface de 
Riemann »; nous avoDs préféré réserver le nom de surface de Riemann 
à la double donnée d'un espace analytique et d'une application holomorphe 
de cet espace dans le plan complexe (ou, plus généralement, dans un autre 
espace analytique). Ainsi se trouve établie, avec toute la netteté désirable, 
une distinction entre deux notions que la terminologie classique rendait 
impossible. 
Sur un sujet aussi classique que la théorie des fonctions analytiques d'une 
variable complexe, auquel tant de traités ont été consacrés et sont encore 
consacrés dans tous les pays, il ne pouvait être question de prétendre à 
l'originalité. Si le présent traité se distingue de ceux qui l'ont précédé en 
France, c'est peut-être parce qu'on s'y conforme à un usage récent, et qui 
tend à se répandre de plus en plus: un texte mathématique doit contenir 
des énoncés précis de propositions ou de théorèmes, énoncés qui se suffisent 
à eux-mêmes et auxquels il soit possible à tout instant de se référer. A 
quelques rares exceptions près, qui sont expressément signalées, il est donné 
des démonstrations complètes de tous les énoncés du texte. 
Les questions un peu délicates de Topologie plane, en relation avec 
l'intégrale de Cauchy et la considération des fonctions «multiformes », 
ont été abordées franchement au chapitre II. Ici encore, on a pensé que 
quelques énoncés précis étaient préférables à de vagues intuitions et à des 
idées floues. Sur ces questions de Topologie plane, je me suis inspiré du 
livre excellent de L. Ahlfors (Complex Analysis), sans toutefois me conformer 
entièrement aux points de vue qui y sont développés. Quant aux notions 
de base de la Topologie générale, elles sont supposées connues du lecteur 
et utilisées en maints endroits de ce livre; en effet, ce cours s'adresse aux 
étudiants de « Mathématiques II », qui sont censés avoir déjà étudié le 
programme de « Mathématiques 1 ». 
J'exprime mes vifs remerciements à Monsieur Reiji Takahashi qui, fort 
de l'expérience qu'il a acquise en dirigeant les travaux pratiques des étu­
diants, a bien voulu compléter les divers chapitres de ce livre par des 
énoncés d'exercices et de problèmes. Nous souhaitons que le lecteur ait 
ainsi la possibilité de s'assurer qu'il a compris et assimilé les notions théo­
riques exposées dans le texte. 

HENRI CARTAN 

Die (Drôme), le 4 août 1960 



CHAPITRE 1 

Séries entières '" a une variable 

1. Séries entières formelles 

1. ALGÈBRE DES POLYNOMES 

Soit K un corps commutatif. On considère les polynômes formels à une 
lettre (ou « indéterminée ») X à coefficients dans K (pour le moment il 
n'est pas question de donner de valeur à X). L'addition de deux polynômes, 
la multiplication d'un polynôme par un « scalaire» (c'est-à-dire par un 
élément de K) font de l'ensemble K [X] des polynômes un espace vectoriel 
sur K, ayant la base infinie 

l, X, ... , Xn, ...• 

Chaque polynôme est une combinaison linéaire finie des Xn à coefficients 
dans K, qu'on écrit ~ anXn, étant entendu que, dans la suite illimitée 

n~O 

des coefficients an, tous sont nuls sauf un nombre fini. La table de 
multiplication 

définit une multiplication dans K [X]; le produit 

est ~ cnXn, où 
ft 

(1.1) CA = ~ apbq• 
1'+'1 :Il 

Cette multiplication est commutative et associative. 
Elle est bilinéaire, en ce sens que 
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I. Séries entières à une variable 

quels que soient les polynômes P, Pl' Pa, Q et le scalaire À. Elle admet comme 

élément unité (noté 1) le polynôme ~ anX" tel que ao = l, an = 0 pour 
n~O 

n> o. On exprime toutes ces propriétés en disant que K [X], muni de sa 
structure d'espace vectoriel et de sa multiplication, est une algèbre commu­
tative sur le corps K, avec élément unité; c'est, en particulier, un anneau 
commutatif à élément unité. 

2. ALGÈBRE DES SÉRIES FORMELLES 

Une série entière formelle en X est une expression formelle ~ a.X", où 
n~O 

cette fois on ne suppose plus nécessairement que les coefficients a. soient 
nuls sauf un nombre fini d'entre eux. On définit la somme des deux séries 
formelles 

( ~ anXn) + (~ bnxn) = ~ c"Xn, 
n~O n~O n~O 

où 

ainsi que le produit d'une série formelle par un scalaire : 

L'ensemble K [[X]] des séries formelles forme ainsi un espace vectoriel 
sur K. On note 0 l'élément neutre de l'addition; c'est la série formelle 
dont tous les coefficients sont nuls. 
Le produit de deux séries formelles se définit encore par la formule (1.1), 
qui conserve un sens car dans le second membre il n'y a qu'un nombre 
fini de termes à ajouter. La multiplication est encore commutative et asso­
ciative, et bilinéaire vis-à-vis de la structure vectorielle. Ainsi K [[X]] 
est une algèbre sur le corps K, ayant pour élément unité (noté 1) la série 

~ anX' telle que ao = l, an = 0 pour Ti > O. 
,,~o 

L'algèbre K [X] s'identifie à une sous-algèbre de K [[X]], à savoir la sous­
algèbre des séries formelles dont les coefficients sont tous nuls sauf un 
nombre fini. 

3. ORDRE D'UNE SÉRIE FORMELLE 

Soit 8(X) = ~ a"X', notée encore 8 pour abréger. L'ordre 00 (8) de cette 
n~O 

série est un entier qui n'est défini que si 8 oF 0 : c'est le plus petit n tel que 
a" oF o. On dit qu'une série formelle 8 est d'ordre;> k si elle est 0 ou si 
00(8) ;> k. Par abus de langage, on écrit Il)(8) ;> k même lorsque 8 = 0, 

bien que Il)(8) ne soit pas défini dans ce cas. 



§ 1. Séries entières formelles 

Remarque. On pourrait convenir que (1)(0) = + Xl. Les S telles que oo(S) ~ k 

(k entier donné) sont simplement les séries ~ a.X· tdles que a. = 0 pour 
.~o 

n < k. Elles forment un sous-espace vectoriel de K[[X]]. 

Définition. Une famille (S/(X» 1 Eh où 1 désigne un ensemble d'indices, 
est dite sommable si, pour tout entier k, on a (o)(SI) ;> k sauf pour un nombre 
fini d'indice~ i. Par définition, la somme d'une famille sommable de séries 
formelles 

SI(X) = ~ a.,IX· 
.~o 

est la série 

S(X) = ~ a.X·, 
.~o 

où, pour chaque n, a. = ~ a.,I. Ceci a un sens puisque par hypothèse 
1 

les a.,h pour n donné, sont nuls sauf pour un nombre fini de valeurs de i. 
L'opération d'addition des séries formelles, lorsqu'elles forment une 
famille sommable, généralise l'addition finie, déduite de la structure vecto­
rielle de K[[X]]. Cette addition généralisée est commutative et associative 
dans un sens que le lecteur précisera; 

La notation formelle ~ a.X· peut alors se justifier a posteriori. En effet, 
.~o 

convenons d'appder mon6me de degré p une série formelle ~ a.X· telle 
.~o 

que a. = 0 pour n =F p; notons apXP un tel monôme. La famille des 
monômes 

!a.X·jIlEN 

~N désignant l'ensemble des entiers ;> 0) est évidemment sommable, et 

s~ somme n'est autre que la série formelle ~ a.X· • 
• ~o 

Remarque. Le produit des deux séries formelles 

n'est autre que la somme de la famille sommable, formée de tous les pro­
duits 

d'un monôme de la première série par un monÔme de la seconde série. 

PROPOSITION 3. 1. L'anneau K[[X]] est un anneau d'intégrité (ceci signifie que 
S =F 0 et T =F 0 entraînent ST =F 0). 

Il 
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I. Séries entières à une variable 

Démonstration: Supposons S(X) = ~apXP et T(X) = ~bqXq non nulles. 
Soient p = IJ)(S), q = IJ)(T); soit p q 

S(X). T(X) = ~c.X·; 
• 

on a évidemment c. = 0 pour n <p + q, cp+ q = apbq. Puisque K est 
un corps et que ap ~ 0, bq ~ 0, on a Cp+ q ~ 0, donc S. T n'est pas nulle. 
De plus on a prouvé que 

(3. 1) IJ)(ST) = IJ)(S) + IJ)(T) pour S ~ 0, T ~ o. 

Remarque. On pourrait considérer des séries formelles à coefficients dans un 
anneau commutatif A à élément-unité, et non plus nécessairement à coeffi­
cients dans un corps K; la démonstration précédente prouve que si A 
est un anneau d'intégrité, A[[X]] est aussi un anneau d'intégrité. 

4. SUBSTITUTION D'UNE SÉRIE FORMELLE DANS UNE AUTRE 

Considérons deux séries formelles 

S(X) = ~ a.X·, T(Y) = ~ bpYP. 
.~o p~O 

Supposons, ce qui est essentiel, que bo = 0, autrement dit que IJ)(T) > 1. 

A chaque monôme a.X· associons la série formelle a.(T(y»n, ce qui a 
un sens puisque les séries formelles en Y forment une algèbre. Puisque 
bo = 0, l'ordre de a.(T(Y»)· est> n; donc la famille des a.(T(Y))· 
(lorsque n prend les valeurs 0, l, ... ) est sommable, et on peut considérer 
la série formelle 

dont on regroupera les termes en Y. Cette série formelle en Y est dite 
obtenue par substitution de T(Y) à X dans S(X); on la note S(T(Y), ou 
encore SoT lorsqu'on ne spécifie pas le nom de l'indéterminée Y. Le 
lecteur vérifiera les relations : 

~ (SI + S2) 0 T = SI 0 T + SI 0 T 
? (SIS2) 0 T = (SI 0 T) (SI 0 T), loT = 1. 

Mais on se gardera de croire que S 0 (TI + TI) soit égal à SoT 1 + SoT •. 
Les relations (4. 2) expriment que, pour un T donné (d'ordre> 1), 

l'application S -+ SoT est un homomorphisme de l'anneau K[[X]] dans 
l'anneau "K[[Y]], qui transforme l'élément unité 1 dans 1. 



§ 1. Séries entières formelles 

Remarque. Si on substitue 0 dans S(X) = ~ a.X·, on trouve la série for-
n~O 

melle ao, réduite à son « terme constant ». 

Si on a une famille sommable de séries formelles Si et si w(T) ~ l, la 
famille des SI 0 T est sommable et l'on a 

ce qui généralise la première des relations (4. 2). En effet, soit 

Si(X) = ~ a.,iX·; 
R~O 

on a 

d'où 

( ~ Si) 0 T = ~ (~a"i) (T(Y);n, 
1 .~o 1 

tandis que 

Pour prouver l'égalité des seconds membres de (4.4) et (4. 5), on observe 
que, dans chacun d'eux, le coefficient d'une puissance donnée yP ne fait 
intervenir qu'un nombre fini de coefficients a.,1 et on applique l'associati­
vité de l'addition (finie) dans le corps K. 

PROPOSITION 4. 1. On a la relation 

(S 0 T) 0 U = S 0 (T 0 U) 

chaque fois que w(T) ~ l, w(U) ~ 1 (associativité de la substitution). 

Démonstration. Les deux membres de (4. 6) ont un sens. Lorsque S est un 
monôme, ils sont égaux car on a 

T' 0 U = (T 0 U)· 

en raison de la deuxième relation (4. 2), par récurrence sur n. 
Le cas général de (4. 6) se déduit de là en considérant la série S comme 

la somme (infinie) de ses monômes ~ a.X·; on a, par définition, 

et, d'après (4· 3), 

. 
SoT = ~ a.T·, 

n~O 

(S 0 T) 0 U = ~ a.(T· 0 U), 
R~O 

13 



I. Séries entières à une variable 

ce qui, d'après (4. 7), est égal à 

~ an(T 0 U)n = S 0 (T 0 V). 
n~O 

C.Q.F.D. 

5. INVERSE n'UNE SÉRIE FORMELLE 

Dans l'anneau K [[Y]], on a l'idendité 

(s. 1) (1 - Y) (1 + Y + ... + yn + ... ) = l, 

dont la vérification est immédiate. Donc la série 1 - Y a un inverse 
dans K [[Y]]. 

PROPOSITION 5. 1. Pour que S(X) = ~ anXn possède un élément inverse pour la 
" multiplication de K[[X]], il faut et il suffit que ao =1= 0, c'est-à-dire Seo) =1= o. 

Démonstration. C'est nécessaire, car si 

et S(X)T(X) = l, 

on a aoho = l, d'où ao =1= o. Réciproquement, supposons ao =1= 0; on va 
montrer que (ao)-lS(X) = Sl(X) a un inverse T1(X), d'où il résultera 
S(X) a pour inverse (ao)-lT1(X). Or 

Sl(X) = 1 - V(X), (o)(V) > 1; 

on peLlt donc substituer V(X) à Y dans la relation (5. 1), et par suite 
1 ~ V (X) a un inverse. C.Q.F.D. 

Remarque. On a plongé l'algèbre K[X] des polynômes dans l'algèbre K[[X]] 
des séries formelles. On voit que tout polynôme Q(X) tel que Q( 0) =1= 0 

possède un inverse dans l'anneau K [[X]]; cet anneau contient donc tous 
les quotients P(X)jQ(X), où Pet Qsont des polynômes tels que Q(o) =1= o. 

6. DÉRIVÉE n'UNE SÉRIE FORMELLE 

Soit S(X) = L, a"Xn; par définition, la série dérivée S'eX) est donnée par 
la formule 

(6. 1) S'eX) = L, nanXn-,. 
n~O 

On écrit aussi ;~, ou encore d~ S, pour la dérivée S'. La dérivée d'une 

somme (finie ou infinie) est égale à la somme des dérivées. L'application 
S -+ S'est une application linéaire de K[[X]] dans elle-même. De plus, 



§ 1. Séries entières formelles 

la dérivée du produit de deux séries formelles est donnée par la formule 

(6. 2) d dS dT 
dX (ST) = dX T + S dX' 

En effet, il suffit de vérifier cette formule dans le cas particulier où S et T 
sont des monômes, et alors c'est immédiat. 
Si S(o) =1= 0, soit T l'inverse de S (cf. nO 5)' La formule (6.2) donne 

(6·3) d (1) 1 dS 
dX S = -S2dX' 

Par récurrence, on définit les dérivées successives d'une série formelle. Si 
S(X) = ~ anXn, la dérivée d'ordre n est 

S(n)(X) = n! an + des termes de degré;;;" 1. 

On a donc 

(6·4) 

en notant S(n)( 0) le résultat de la substitution de la série 0 à la lettre X 
dans S(n)(X). 

7. SÉRIES RÉCIPROQ.UES 

La série I(X) définie par I(X) = X est un élément neutre pour la composition 
des séries formelles : 

SoI = S = loS. 

PROPOSITION 7. 1. Soit donnée une série formelle S; pour qu'il existe une série 
formelle T telle que 

(7. 1) T(o) = 0, SoT = I, 

il faut et il suffit que 

S(o) = 0, S'(o) =1= o. 

S'il en est ainsi, T est unique, et l'on a T 0 S = 1; autrement dit, T est l'inverse 
de S pour la loi de composition o. 

Démonstration. Soit S(X) = ~ anXn, T(Y) = ~ bnYn. Si l'on a 
A~O R~1 

S(T(Y)) = Y, 

l'identification donne 

ao = 0, 

Donc les conditions (7. 2) sont nécessaires. 



1. Séries entières à une variable 

Supposons-les remplies; écrivons que le coefficient de yn est nul dans le 
premier membre (7. 3); il est égal au coefficient de yn dans 

ce qui donne la relation 

où P n est un polynôme connu à coefficients entiers ;> 0, linéaire en 
a2, ... , an. Puisque al =1= 0, la deuxième relation (7. 4) permet de calculer b1 ; 

puis, pour n;> 2, la relation (7. 5) permet de calculer bn par récurrence 
sur n. D'où l'existence et l'unicité de la série formelle T(Y). 
La série ainsi obtenue satisfait à T(o) = 0, T'(o) =1= 0; donc, en appliquant 
à T le résultat qu'on vient de démontrer pour S, on voit qu'il existe une 
série formelle SI telle que 

Sl(O) = 0, T 0 SI = I. 
On a 

SI = 1 0 SI = (S 0 T) 0 SI = S 0 (T 0 SI) = Sol = S. 

Ainsi SI n'est autre que S, et on a bien T Q S = l, ce qui achève la démonstra­
tion. 

Commentaire. Puisque S(T(Y)) = Y, T(S(X)) = X, on peut dire que les 
« transformations formelles » 

Y = S(X), X = T(Y) 

sont réciproques l'une de l'autre ; aussi donne-t-on à T le nom de « série 
formelle réciproque » de la série S. 
La proposition 7. 1 est une sorte de « théorème des fonctions implicites 
formelles ». 

2. Séries entières convergentes 

1. CORPS COMPLEXE 

Désormais le corps K sera l'un des corps R ou C : R désigne le corps des 
nombres réels, C le corps des nombres complexes. 

Rappelons qu'un nombre complexe ~ = x + ry (x et y réels) se repré­
sente par un point du plan R 2, de coordonnées x et y. Si à chaque ~ = x + ry 
on associe le nombre «conjugué» Z = x - ry, on définit un automor­
phisme ~ -+ z du corps C, en vertu des relations 

~ + ~' = z + z', ~~' = zz'. 
Le conjugué de Z est ~. Autrement dit, la transformation ~ -+ Z est involutive, 
c'est-à-dire égale à la transformation réciproque. 
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On définit la norme, ou valeur absolue, ou encore module d'un nombre 
complexe Z comme suit : 

!zl = (Z.Z)t/2. 

Elle jouit des propriétés suivantes : 

Iz + z'l <; Izi + Iz'l, lzz'l = 141z'l, : Il = 1. 

La norme Izl est toujours;;> 0 et n'est nulle que si Z = o. Cette norme 
permet de définir une distance dans le corps C : la distance de Z à z' est 
Iz - z'l; ce n'est pas autre chose que là distance euclidienne dans le plan 
R2. Pour cette distance, C est un espace complet, ce qui signifie que le 
critère de Cauchy est valable : pour qu'une suite de points Zn e C ait une 
limite, il faut et il suffit que l'on ait 

lim IZm-znl =; o. 
m~oo 

n+oo 

Ce critère de Cauchy a pour conséquence le théorème bien connu : si 

une série }:un de nombres complexes est telle que 1.Iuni < + 00, alors 

la série converge (on dit que la série est absolument convergente). De 
plus 

On identifiera toujours R à un sous-corps de C, à savoir le sous-corps 
formé des Z tels que Z = z. La norme induit une norme sur R, qui n'es.t 
autre que la valeur absolue d'un nombre réel. R est complet. Dans toute 
la suite la norme du corps C "(ou R) jouera un rôle essentiel. 

On notera 

Re(z) = ~ (z + Z) 
2 

et Im(z) = -.!-;(z-z) 
2& 

la « partie réelle» et le « coefficient imaginaire» de z e C. 

2. RAPPEL DE NOTIONS CONCERNANT LA CONVERGENCE DES SÉRIES DE FONC­

TIONS 

(En ce qui concerne les notions qui interviennent ici, le lecteur pourra se 
reporter au Cours de Mathématiques 1 de]. Dixmier : Cours de l'A.C.E.S., 
Topologie, chapitre VI, § g.) 

Considérons des fonctions définies sur un ensemble E, à valeurs réelles 
ou complexes (on pourrait, plus généralement, considérer des fonctions 
à valeurs dans un espace vectoriel normé complet; cf. loc. cit). Pour 
chaque fonction u on notera 

lIuli = sup lu(x)l, 
",eE 
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qui est un nombre> 0 éventuellement infini. On a ~videmment: 

lIu + vII < lIuli + I!vll, 

pour tout sC3laire j., lorsque lIuli < + x; autrement dit, sur l'espace 
vectoriel des fonctions u telles que lIuli < + 00, lIuli est une norme. 

On dit qu'une série de fonction u" est normalement convergente si la série 

des normes ~ lIu,,1I est une série convergente à termes positifs; autrement dit, 
" 

si ~ lIunli < + 00. Cela implique que, pour chaque xe E, la série !.lu,,(x)1 
" ,. 

est convergente, donc que la série!. u,,(x) est absolument convergente; 
" 

de plus si v(x) désigne la somme de cette dernière série, on a 

II vll < ~ lIu"lI, 
" 

li~llv - ± unll = o. 
p+oo n=O 

p 

Cette dernière relation exprime que les sommes partielles ~ Un convergent 
n=O 

uniformément vers v quand p tend vers l'infini. Ainsi, toute série normalement 
convergente est uniformément convergente. 
Si A est un sous-ensemble de E, on dit que la série de terme général u,. 
converge normalement pour x e A si la série des fonctions 

Il~ = unlA (restriction de Un à A) 

converge normalement. Il revient au même de dire qu'on peut majorer 
sur A chaque lun(x)1 par une constante E" > 0, de manière que la série 

~ En soit convergente. 
n 

Rappelons que la limite d'une suite uniformément convergente de fonc­
tions continues (sur un espace topologique E) est continue. En particulier, 
la somme "-'une série normalement convergente de fonctions continues est continue. 
On en déduit notamment ceci : 

PROPOSITION 1.,2. Supposons que, pour chaque n, lim tt,,(x) existe; soit an la 
::C"'Zo 

valeur de cette limite. Alors si la série ~ Un est normalement convergente, la série}: a,. 
est convergente, et on a n n 

~ an = lim (~Un(X)) 
ft %+%0 ft 

(interversion de la sommation et du passage à la limite). 

Tout ce qui précède s'étend aux séries multiples, et plus généralement 
aux familles sommables de fonctions (cf. Cours de Dixmier cité plus haut). 
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3. RAYON DE CONVERGENCE D'UNE SÉRIE ENTIÈRE 

Toutes les séries entières qu'on va considérer auront leurs coefficients 
dans l'un des corps R et C. 
Signalons tout de même que ce qui suit resterait valable plus généralement pour 
un corps valué complet non discret, c'est-à-dire un corps K muni d'une application 
x ~ Ixl de K dans l'ensemble des nomores réels:> 0, telle que 

~ lx + yi -< Ixl + Iyl, I~I = Ixl·1yl, 
? (lxl = 0) 4=> (x = 0), 

et telle enfin qu'il existe des x -=1= 0 avec Ixl -=1= 1. 

Soit S(X) = ~ anXn une série formelle à coefficients dans R ou C. On 
n~O 

se propose de substituer à la lettre X un élément z du corps; cela donnera 
à la série une « valeur» S(z), qui sera un élément du corps; mais une telle 

substitution exige que la série ~ anzn soit convergente. En fait on se bornera 
n~O 

au cas où elle est absolument convergente. 
D'une façon précise, introduisons une variable r réelle et ;> 0, et consi­

dérons la série à termes positifs (ou nuls) 

dite série associée à la série S(X). Sa somme est un nombre> 0 bien déter­
miné, éventuellement infini. L'ensemble des r> 0 pour lesquels 

est évidemment un intervalle de la demi-droite R+, et cet intervalle n'est 
pas vide puisque la série converge pour r = o. Cet intervalle peut être 
ouvert à droite ou fermé, fini ou infini, et il peut se réduire au seul point o. 
Dans tous les cas, soit p la borne supérieure de cet intervalle: p est un 
nombre > 0, fini ou infini, éventuellement nul. On l'appelle le rayon de 

convergence de la série entière formelle ~ anXn. L'ensemble des z tels que 
"9° 

Izl < p s'appelle le disque de convergence de la série entière; c'est un ensemble 
ouvert; il est vide si p = o. C'est vraiment un disque lorsque le corps des 
coefficients est le corps complexe C. 

PROPOSITION 3. 1. 

a) pour tout r < p, la série ~ anzn converge normalement pour Izl -< r; en parti­
n~O 

culieT, la série converge absolument pour chaque z tel que 1 zl < p; 

b) la série ~ a,.zn diverge pour Iz! > p (on n'affirme rien pour Izl = p). 
n~u 
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Démonstration. La proposition 3. 1 va résulter du 

LEMME D'ABEL. Soient des nombres réels r et ro tels que 0 < r<ro. S'il existe 
un nombre fini M > 0 tel que 

pour tout entier n ~ 0, 

alors la série ] a.z· converge normalement pour Izi < r . 
• ~o 

En effet on a 1 a.z· 1 < la.!r· < M(r/ro)·, et '. = M(r/ro)· est le terme 
général d'une série convergente, à savoir une progression géométrique de 
raison r/ro < I. 

Démontrons maintenant l'assertion a) de la proposition 3. 1 : si r < p, 

prenons ro tel que r < ro < p; puisque la série ~ la.l(ro)" converge, son 
n~O 

terme général est majoré par un nombre fixe M, et le lemme d'Abel assure 

la convergence normale de ~ a.z" pour Izi < r. Il reste à prouver l'asser­
,,~o 

tion b) : si Iz! > p, il existe des entiers n tels que 1 a.z· 1 soit arbitrairement 

grand, sinon en vertu du lemme d'Abel, la série] la.lr'· serait convergente 
.~o 

pour un r' tel que p < r' < 14 ce qui contredirait la définition de p. 

Expression du rayon de convergence (Hadamard) : on va démontr~r la formule 

(3· 1) I/p = lim supla.!I/ •. 
11+:)0 

Pour cela, rappelons d'abord la définition de la limite supérieure d'une 
suite de nombres réels u. : 

lim sup u. = lim (sup u,,). 
n+QO P+QO Il~p 

Pour démontrer (3. 1), on utilise le critère de convergence classique: 

soit une suite de nombres v. > 0; si lim sup (v.)I/. < l, on a Lv. < + 'YJ, 
"+:)0 ft 

et si lim sup (v.) II· > l, on a LV. = + 00 (<< règle de Cauchy», qui 
ft+QO Il 

résulte de la comparaison de la série L v. à une progression géométrique). 
Ici on a v. = la"lr·, et par suite • 

lim sup (v.)I/· = r(lim sup la~II/.), 
R+QO n+oo 

donc la série ~ la.lr· converge pour I/r> lim sup la.I*, et diverge pour 

I/r < lim sup la.I I/ •. Ceci prouve (3. 1). 
u+:X) 
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Qjlelques exemples. - La série }: n !z· a un rayon de convergence nul; 
n~O 

- la série }: ~ z· a un rayon de convergence infini; 
.~o n! 1 1 

- chacune des séries }: z~" }: - zn,}: 2 Z• a un rayon de convergence 
n~O n>O n Il>0 n 

égal à I. On vérifiera qu'elles se comportent différemment pour Izl = 1. 

4. ADDITION ET MULTIPLICATION DES SÉRIES ENTIÈRES CONVERGENTES 

PROPOSITION 4. 1 : Soient A(X) et B(X) deux séries entières formelles dont le 
rayon de convergence soit;> p. Soient 

S(X) = A(X) + B(X) et P(X) = A(X) . B(X) 

leur somme et leur produit. Alors: 
a) les séries S(X) et P(X) ont un rtryon de convergence;> p; 
b) on a de plus, pour Izl < p, 

S(z) = A(z) + B(z), P(z) = A(z) B(z). 

Démonstration. Soient 

A(X) = }: a.X·, B(X) = }: b.X·, S(X) = }: c.X·, P(X) = }: d.X·. 
n~O n~O A~O "~o 

Posons 

On a Ic.1 <; ,., Id.1 <; o •. Si r < p, les séries}: la.lr· et }: Ib.lr· convergent, 
donc .~o .~o 

Donc les séries}: Ic.lr· et }: Id.lr· convergent; ainsi tout r< p est au plus 
n~O n~O 

égal au rayon de convergence de chacune des séries S(X) et P(X). Donc 
ces deux rayons de convergence sont;> p. 
Il reste à prouver les deux relations (4. 1). La première est évidente, et la 
seconde résulte de la multiplication des séries convergentes; d'une façon 
précise, on a une pro?03ition classique que nous rappelons ici : 

PROPOSITION 4. 2. Soient }: u. et }: v. deux séries absolument convergentes. Si 
on pose .~o .~o ' 

w. = }: UpV._ p, 
O~p::::;n 

21 
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la série ~ w. est absolument convergente, et sa somme est égale au produit 
n~O 

( ~ up) • ( ~ vq). 
Jl?':-O q?-O 

Posons en effet (Xl' = ~ lu.l, ~q = ~ Iv"l; on a 
n~p Il~q 

de plus, si m ;> 2n, 

est majoré par une somme de termes ,Iupl.lvql pour chacun desquels l'un 
au moins des entiers p et q est > n; donc cette somme est majorée par 
(Xo~. + 1 + ~o(X. + l, et elle tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Donc ~ Wk tend 
vers le produit des sommes infinies ~ u. et ~ v.. Ii';;'m 

n~O n;;:::'O 

5. SUBSTITUTION D'UNE sÉRIE ENTIÈRE CONVERGENTE DANS UNE AUTRE 

Soient données deux séries entières formelles S et T avec T(o) = 0; on a, 
au paragraphe 1, nO 4, défini la série entière formelle SoT. 

PROPOSITION 5. 1. Posons T(X) = ~ b.X'. Si les rayons de convergence p(S) 
n?-I 

et p(T) sont'i= 0, il en est de même du rayon de convergence de U = SoT. D'une 
façon précise, il existe des r> 0 tels que ~ [b.lr' < p(S); si r est ainsi choisi, 

n~l 

le rayon de convergence de U est;> r, et, pour tout Z tel que Izl <; r, on a 

IT(z)1 < p(S) 
et 

(5. 1) S(T(z)) = U (z). 

Démonstration. Posons S(X) = ~ a"X". Pour 
n~O 

r>o assez petit, ~ !b.I" 
n~t 

est fini puisque le rayon de convergence de Test 'i= o. 
est fini pour r > 0 assez petit, et par suite 

Donc ~ Ib,,!,'-' 
ft;:::' 1 

tend vers 0 quand r tend vers o. Il existe donc bien un r > 0 tel que 

~ Ib.!r' < p(S). Alors 
n~1 
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est fini. Or ceci est une série ~ "(nrn, et si on pose U(X)= ~ cnX", on a 
n~O n~O 

évidemment Icnl < "(". Ainsi ~ Icnlr· est fini, et le rayon de convergence 
de U est> r. .~o 

Il reste à prouver la relation (5. 1). Posons 8,,(X) = ~ akXk, et soit 
Sil 0 T = Un_ Pour lz! -< r, on a O~I.'~n 

puisque l'application T -+ T(z) est un homomorphisme d'anneaux et 
que 8. est un polynôme. Puisque la série 8 converge au point T(z), on a 

8(T(z)) = lim 8n(T(z)). 
n 

D'autre part, les coefficients de U - U. = (8 - 8,,) 0 T sont majorés par 
ceux de 

série dont la somme tend vers 0 quand n -+ + 00. Il s'ensuit que, pour 
Iz! < r, U(z) - U,,(z) tend vers 0 quand n -+ + 00. On a donc finalement 

U(z) = lim U,,(z) = lim 8.(T(z)) = 8(T(z)) pour Iz!-<r, 
n~oo n~:lO 

ce qui établit la relation (5. 1) et achève la démonstration. 

Interprétation de la relation (5. 1) : supposons r choisi comme il est dit dans 
l'énoncé de la proposition 5. 1. Notons T la fonction z -+ T(z) définie 
pour Izi -< r, et notons de même S et Ù les fonctions définies par les séries 
8 et U. La relation (5. 1) dit que, pour Izl -< r, l'application composée 
SoT est définie, et égale à Ù. Ainsi la relation U = 8 0 T entre séries 
formelles entraîne, lorsque les rayons de convergence de 8 et de T sont 
=1= 0, la relation Ù = SoT, à condition de ne considérer que des valeurs assez 
petites de la variable z. . 

6. INVERSE D'UNE SÉRIE ENTIÈRE CONVERGENTE 

On sait (§ 1, proposition 5. 1) que si 8(X) = ~ anXn, avec ao =1= 0, 
n~O 

il existe une série formelle T(X) et une seule telle que le produit 8(X)T(X) 
soit égal à 1. 

PROPOSITION 6. 1. Si le rayon de convergence de 8 est =1= 0, il en est de même du 
rayon de convergence de la série T telle que 8T = 1. 
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Démonstration. En multipliant S(X) par une constante' convenable, on se 
ramène au cas où lZo = J. Posons alors S(X) = 1 - U(X), avec U(o) = o. 
La série inverse T(X) s'obtient par substitution de U(X) à y dans la série 

1 + ~ Y"; or cette dernière série a un rayon de convergence égal à 1, 
n>o 

donc '# 0; la proposition 6. 1 résulte alors de la proposition 5. J. 

7. DÉRIVATION D'UNE SÉRIE ENTIÈRE CONVERGENTE 

PROPOSITION 7. 1. Soit S(X) = ~ a"X" une série entière formelle, et soit 
,,~o 

S'(X) = ~ na"X"-t 
,,~o 

la série dérivée (cf. § 1, nO 6). Les séries S et S'ont le m;me rayon de convergence. 
De plus si ce raYQn de convergence pest '# 0, on a, pour 1.e:1 < p, 

S' (.e:) = lim S(.e: + h) - S(.e:) 
h h 

lorsque h tend vers 0 par valeurs '# o. 

Remarque préliminaire. Si 1.e:1 < p, on a aussi I.e: + hl < p pour" assc.z petit 
(à savoir, pour Ih! < p - 1.e:J); donc S(.e: + h) cst défini. D'autre part 
dans la relation (7. 1), il est entendu que h tend vers 0 par valeurs réelles 
'# 0 si le corps des coefficients est le corps R, par valeurs complexes '# 0 

si le corps des coefficients est le corps C. Dans le cas du corps R, la rela­
tion (7. 1) exprime que la fonction .e: - S(.e:) a une dérivée égale à S'(.e:); 
dans le cas du corps complexe C, la relation (7. 1) montre qu'on a aussi 
une notion de dérivée par rapport à la variable complexe .e:. Dans tous les ra~ 

l'existence d'une fonction dérivée S' (.e:) implique évidemment que la fonc­
tion S(.e:) est continue pour 1.e:1 < p, ce qui peut d'ailleurs sc montrer 
directement. 

Démonstration de la proposition 7. J. Posons la,,1 = ot", et appelons p et p' 

les rayons de convergence des séries S et S'. Si r < p', la série ~ not"r"- 1 

converge, donc n~O 

~ ot"r" -< r( ~ not"r"-t) < + 00, 
n~t ft~O 

et par suite r -< p. Inversement, soit r un nombre < p; prenons un r' 
tel que r < r' < p; on a 

,,-t _ 1 'ft ( r )"-t . not"r -7 (ot"r ).n 7 ' 
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puisque r' < p, il existe un M> 0 (fini) tel que Œ.nr'n < M pour tout n, 
d'où 

et comme la série ~ n (-; ) n - t converge, la série ~ nŒ.nrn - t converge; donc 
n~1 r / n~1 

r < p'. Ainsi tout nombre < p' est < p, et tout nombre < pest < p'; d'où 
p = p'. 

n reste à prouver la relation (7. 1). Fixons ~ de manière que I~I < p, 
choisissons un r tel que I~I < r < p, et supposons désormais 

o "# Ihl < r - I~!. 

Alors S(~ + h) est défini et on a 

S(~ + h) - S(~) _ S'( ) - ~ ( h) h ~ - k.J Un~, , 
n~t 

où l'on a posé 

Puisque I~I et I~ + hl sont < r, on a Iu.(~, h) 1 < 2nŒ.nrn-l; puisque r < p, 

on a ~ nŒ.nrn -1 < + CXI; donc, étant donné E > 0, il existe un entier no 
n~1 

tel que 

~ 2nŒ..rn- 1 < Ef2. 
n>n • 

Ayant ainsi choisi no, la somme finie ~ un(~, h) est un polynôme en h, nul 
Il~" 

pour h = 0; donc dès que Ihl est inférie~r à un nombre "'l convenable, on a 

1 
!. Un(~, h) 1 < E!2. Finalement, si h satisfait à (7· 2) et à Ihl <"'l, on 

n':::;no 

déduit de (7.3) que 

Donc la relation (7. 1) est démontrée. 

Remarque. On peut montrer que la convergence de S(~ + hl- S(~) vers 

S' (~) a lieu uniformément par rapport à ~ lorsque I~I < r (r étant un nombre 
fixe strictement inférieur au rayon de convergence p). 
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8. CALCUL DES COEFFICIEJ)ITS D'UNE SÉRIE ENTIÈRE. 

Soit S(X) une série entière formelle dont le rayon de convergence soit 

=1= o. Soit S(z) la somme de la série ~ a"zn pour Izl < p. C'est une fonc­
n~O 

tion qui admet pour dérivée la fonction S'(z) = ~ nanzn- I • A la série S' 
n~O 

on peut de nouveau appliquer la proposition (7. 1); donc S'(z) admet 
à son tour, pour !zl < p, une fonction dérivée Sh(Z), somme de la série 

entière ~ n(n- l)anzn - 2 , série qui a le même rayon de convergence p. 
n;:>o 

Et ainsi de suite. Par récurrence on voit que S(z) est une fonction indéfi­
niment dérivable pour Izl < p; sa dérivée d'ordre n est 

S<n)(z) = n! an + Tn(z), 

où T n est une série d'ordre;> l, autrement dit Tn(o) = o. D'où: 

(8. 1) 1 an = 1 S<n)(o). 
n. 

Cette formule fondamentale montre notamment que si l'on connaît la 
fonction S(z) dans le voisinage de 0 (si petit soit-il), les coefficients an 
de la série entière S sont entièrement déterminés. En conséquence : 

Étant donnée une fonction f(z) définie pour Izi assez petit, il existe 

au plus une série entière formelle S(X) = ~ anXn dont le rayon de convergence 
n~O 

soit =1= 0, et telle que l'on aitf(z) = ~ a.zn pour !z! assez petit. 
n~O 

9. SÉRIE RÉCIPROQ,UE D'UNE SÉRIE ENTIÈRE CONVERGENTE 

Référons-nous à la proposition 7. 1 du § 1. 

PROPOSITION 9. 1. Soit S une série entière telle que 

S(o) = 0, S'(o) =1= 0, 

et soit T la série réciproque, c'est-à-dire la série telle que 

T(o) = 0, SoT=I. 

Si le rayon de convergence de S est =1= 0, il en est de mOrne de celui de T. 
Le lecteur pourra admettre sans démonstration cette proposition, puis­
qu'une démonstration (dont le principe ne repose pas sur la théorie des 
séries entières convergentes) sera donnée plus loin (chap. IV, § 5, propo­
sition 6. 1). 
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Voici néanmoins, pour le lecteur curieux, une 4émonstration directe qui se situe 
dans le cadre de la théorie des séries entières. Elle fait appel à la notion de « série 
majorante» (cf. Chap. vu). Reprenons les notations de la démonstration de la 
proposition 7. 1 du § 1, et considérons les relations (7. 5) de ce paragraphe, qui 
permettent de calculer les coefficients inconnus bn de la série cherchée T(X). A côté 
de la série S(X), considérons une série « majorante », c'est-à-dire une série 

S(X) = AIX - ~ AnX· 
n;;:"! 

à coefficients An > 0 tels que lanl '" An pour tout n; nous supposerons de plus que 
Al = 1 aIl· A la série S la proposition 7. 1 du § 1 associe une série 

T(Y) = ~ Bnyn 
n~1 

telle que S Cf (Y)) = Y; ses coefficients 'Bft sont donnés par les relations 

(g. 1) 

analogues à (7. 5) du § 1. On en déduit, par récurrence sur n : 

(g.2) 

Il s'ensuit que le rayon de convergence de la série T est au moins égal à celui de 
la série T. On va montrer que ce dernier est > 0, ce qui démontrera la propo­
sition g. 1. 

Pour cela, nous choisissons la série S comme suit: soit r > 0 un nombre stricte­
ment inférieur au rayon de convergence de la série S (par hypothèse, ce rayon de 

convergence est =1= 0); le terme général de la série ~ 1 ail Ir' est donc majoré 
par un nombre fini M > 0, et si l'on pose n~1 

(9·3) Aft = M/r" pour n >- 2, 

on obtient les coefficients d'une série majorante de S; sa somme S(x) est égale à 

xi/rI 
S(x) = AIX - M --- pour IXÎ < r. 

I-x!r 

Cherchons une fonction T(y), définie pour les valeurs assez petites de)', nulle pour 
y == 0, et telle que S (T(y) = y identiquement; T(y) doit être solution de l'équa­
tion du second degré 

(Al/r + M/rl)TI - (Al + y/r)T + y = 0, 

qui admet pour solution (s'annulant pour y = 0) : 

T( ) = Al + y/r - V (Al) 1 - 2Al y/r - 4M)'/rl + yi/ri. 
y 2(AIfr + M/rl) 

Lorsque Iyl est lissez petit, le radical est de la forme Al v'r+u, avec !ul < l, donc 
T(y) admet un développement en série entière en y, qui converge pour IYI assez 
petit. Ainsi le rayon de convergence de cette série est =1= 0, ce qu'il fallait démontrer. 



1. Séries entières à une variable 

3. Fonction exponentielle et fonction logarithmique 

r. FONCTION EXPONENTIELLE 

On a déjà dit (§ 2, nO 3) que la série formelle ~ -;Xft a un rayon de conver­
gence infini. Pour z complexe, on définit ft~U n . 

somme d'une série absolument convergente. Cette fonction admet une 
dérivée 

(1. r) 

d'après la proposition 7. r du § 2. 
D'autre part, en appliquant la proposition 4.2 du § 2 aux deux séries· 

de terme général 
1 ft uft=,z, n. 

V -~z'ft ft -nt ' 
on obtient 

Par conséquent 

(1. 2) e'+" = r.r' 
(propriété fonctionnelle fondamentale de la fonction exponentielle). En 
particulier 

(r·3) e'.e-' = r, donc pour tout z. 
Posons z = x + V (x et y réels); on a 

e"'+iy = e"'.eir, 

et tout revient à étudier les deux fonctions e'" et eir, où x et y sont des variables 
réelles. On a 

d -(e"') = e'" 
die ' 

2. FONCTION EXPONENTIELLE RÉELLE e'" 

On a vu que ea; =1= 0; mieux: e'" = (e"'/2) 2 > o. 
x2 

l1e plus le développement e'" = r + x + - + ... montre que ea; > 1 + x 
2 p1mrx> o. 
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Donc 
lim et" = + 00; 
Z~+QO 

en changeant x en - x on trouve 

lim et" = o. 

Ainsi et" est une fonction de la variable réelle x qui croît strictement 
de 0 à + 00. La transformation t = e'" possède donc une transformation 
réciproque, définie pour t > 0; on la note 

x = log t. 

C'est une fonction strictement croissante qui croît de - 00 à + 00. La 
relation fonctionnelle de et" se traduit par 

log (tt') = log t + log t', 

et en particulier log 1 = o. 
D'autre part, le théorème sur la dérivée d'une fonction réciproque 

donne: 

d 
dt (log t) = 1ft. 

Remplaçons t par 1 + u (u > - 1); log (1 + u) est la primitive de -_!­
I+U 

qui s'annule pour u = 0; or on a le développement en série entière 

1 -- = 1 - U + u2 + ... + (- l)n-1u"- 1 + ... 
I+U 

dont le rayon de convergence est égal à I. D'après la proposition 7. 1 

du § 2, la série des primitives a même rayon de convergence et sa somme 

a pour dérivée _1_; d'où, pour lui < l, 
I+U 

(2. 3) 
u2 un 

log (1 + u) = u -- + ... + (- I)n-I - + ... 
2 n 

(En réalité ce développement est aussi valable pour u = 1). 
Posons pour un instant 

S(X) = ~ -;- Xn, 
n~1 n. 

T(Y) = ~ (_ I)n-I yn, 
n~1 n 

et cherchons la série composée U = SoT. D'après la proposition 5. 1 

du § 2, on a, pour - 1 < u < + l, 
U(u) = S(T(u)); 
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or T(u) = log (1 + u), S(x) = es' - 1, donc 

U(u) = elflgO+Il)_ 1 = (1 + u) - 1 = u. 

Ceci prouve que la série formelle U n'est autre que 1, en vertu de l'unicité 
d'un développement d'une fonction en série entière (cf. § 2, nO 8). Ainsi 
les séries S et T sont réciproques l'une de l'autre. 

3. FONCTION EXPONENTIELLE IMAGINAIRE eiy (y RÉEL) 

Le développement en série de e iy montre que e-ii est imaginaire conjugué 
de ciY ; donc e iy • riy est le carré du module de e iY ; mais c'est égal à 1 d'après 
la relation (I. 3). Ainsi 

On voit que, dans le plan représentatif du corps C, le point eiy est sur le 
cercle-unité, lieu des points dont la distance à l'origine 0 est égale à 1. Les 
nombres complexes u tels que lui = 1 forment un groupe U pour la multi­
plication; et la propriété fonctionnelle 

exprime ceci: l'application y --*eiJ' est un homomorPhisme du groupe additifR dans 
le groupe multiplicatif U. On va étudier de plus près cet homomorphisme. 

THÉORÈME. L'homomorphisme y--*ei~' applifJfMI R sllr U, et son «noyau» (sous­
groupe des y tels que e'Y = 1, élément neutre de U) se compose de tous les 
multiples entiers d'un certain nombre réel> o. Par dijinition, ce nombre se note 2'lt. 

Démonstration. Introduisons la partie réelle et la partie imaginaire de ci!; 
on pose, par définition, 

elr = cosy + i siny, 

ce qui définit deux fonctions réelles cos y et sin y, telles que 

Ces fonctions sont développables en séries entières dont le rayon de conver­
gence est infini : 

(3. 1) 

1 ( 1)' 

~ 
cos y = 1 _ - y2 + ' , , + y2n + ' . " 

2 (2n)! 
. 1 l+ + (_1)' 2.'1' smy = y - -y' , , Y TT'" 

\ 3! (2n+I)! 
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On va étudier le sens de vanatlOn de ces fonctions. Observons que, en 
séparant le réel de l'imaginaire dans la deuxième relation fI. 4), on obtient 

~ (cosy) = - siny, ~ (siny) = cosy. 

Pour y = 0, cos y est égal à 1; puisque cos y est une fonction continue, il 
existe un Yo > 0 tel que cos y > 0 pour 0 < y < Yo' Donc sin y, qui a pour 
dérivée cos y, est strictement croissant dans l'intervalle [0, Yo]' Posons 
sin Yo = a > o. On va montrer que cos y s'annule pour une certaine 
valeur> 0 de y. En effet, supposons que cos y> 0 pour Yo <y <YI; 
on a 

COSYl- cosYo = - iY'Sinydy . 

Or siny > a, puisque siny est croissant dans l'intervalle [YO,Yl] où sa déri­
vée est> 0; donc 

Portons ceci dans (3. 2) et observons que cos YI> 0; on trouve 

.---1 YI - yo ....... aCosyo. 

Ceci prouve que cos Y s'annule dans l'intervalle [YO,YO + -; cos Yo l Appe­

lons ~ la plus petite valeur> 0 de Y pour laquelle cos Y = 0 (ceci est une 
2 

définition du nombre 'lt). Dans l'intervalle [ 0, : ]. cosy décroît strictcment de 

1 à 0, et siny croît strictement de 0 à 1; donc l'application y --+ e iy applique 

bijectivement l'intervalle compact [0, :] sur l'ensemble des points (u, v) 

du cercle-unité dont l'abscisse u et l'ordonnée v sont> o. En vertu d'un 
théorème de topologie concernant une application continue et bijective 
d'un espace compact, on obtient le : 

LEMME. L'application Y --+ ciY est un homéomorPhisme de [0, -; ] sur la parti~ du 

cercle-unité u2 + v2 = 1 située dans le quart de plan u > 0, v > o. 

Pour ~-<y < 'lt, on a eiy = iei(y-n, d'où l'on déduit facilemeQt que 
2 

eiy prend une fois et une seule toute valeur complexe de module 1 dont 
l'abscisse est < 0 et l'ordonnée> o. _ 
Conclusions analogues pour les intervalles [ 'lt, 3~ J et [3;, 2'lt l Ainsi, pour 
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o < y < 2'lt, ei ] prend une fois et une seule toute valeur co~plexe de 
module I, tandis que e2i'lt= I. Ainsi la fonction ei.v est périodique de 
période 2'lt, et l'application y ~ ei ] applique R sur U. Le théorème est 
démontré. 

4. MESURE DES ANGLES. ARGUMENT D'UN NOMBRE COMPLEXE 

Notons 2'ltZ le sous-groupe du groupe additifR formé des multiples entiers 
du nombre 2'lt. Par passage au quotient l'application y ~ eir induit un iso­
morphisme cp du groupe quotient R/2'ltZ sur le groupe U. L'isomorphisme réci­
proque IP- t de U sur R/2'ltZ associe à tout nombre complexe u tel que 
lui = I un nombre réel défini à l'addition près d'un multiple entier de 
2'lt; on l'appelle l'argument de u et on le note arg u. Par abus de notation, 
on note aussi arg u l'un quelconque des nombres réels dont la classe modulo 
2'lt est l'argument de u; la fonction arg u est alors un exemple de « fonc­
tion multiforme », c'est-à-dire susceptible de plusieurs valeurs pour une 
valeur donnée de la variable u. Cette fonction résout le problème de la 
« mesure des angles » (en identifiant chaque angle au point de U qui lui 
correspond) : la « mesure d'un angle» est un nombre réel qui n'est défini 
que modulo 2'lt. 

Sur le groupe quotient R/2'ltZ, mettons la topologie quotient de la topo­
logie usuelle de la droite numérique R : soit p l'application canonique de R 
sur son quotient R/2'ltZ; un sous-ensemble A de R/2'ltZ sera dit ouvert 
si son image réciproque p-I(A), qui est un ensemble de points de R inva­
riant par la translation 2'lt, est ensemble ouvert de R. Il est immédiat 
que l'espace topologique R/2'ltZ est séparé (autrement dit, deux points 
distincts possèdent deux voisinages ouverts disjoints). De plus, il est 
compact; en effet soit 1 l'intervalle fermé [0, 2'lt]; l'application naturelle 
1 ~ R/2'ltZ-applique l'espace compact 1 sur l'espace séparé R/2'ltZ, qui est 
donc compact d'après un théorème classique de topologie. L'homomor­
phisme IP : R/2'ltZ ~ U est continu. C'est une application bijective de l'espace 
compact R/2'ltZ sur l'espace séparé U; donc IP est un homéomorphisme de R/2'ltZ 
sur U. 

Définition générale de l'argument: pour tout nombre complexe t # 0, défi­
nissons l'argument de t par la formule 

arg t = arg (tlltl). 

Le second membre est déjà défini puisque tlltl eU. (On observera que 
l'argument de 0 n'est pas défini.) Comme plus haut, arg t n'est défini 
qu'à l'addition près d'un multiple entier de 2'lt. On a ainsi 

t = Itle,illl'gi 
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ApPlication. Soit à résoudre l'équation t n = a (où a =1= 0 est donné). Elle 
équivaut à 

III = lall;n, 1 arg t = -arg a. 
n 

Elle possède n solutions complexes t, car on trouve pour arg t un nombre 

réel défini à l'addition près d'un multiple entier de 2'lt. 
n 

5. LOGARITHME COMPLEXE 

Étant donné un nombre complexe t, cherchons tous les nombres complexes 
z tels que e' = t. Il n'en existe que si t =1= o. Dans ce cas, la relation (4. 1) 
montre que les z cherchés sont les nombres complexes de la forme 

(5· 1) log Itl + i arg t. 

On pose, par définition, 

(5. 2) log t = log 1 t 1 + i arg t. 

C'est un nombre complexe défini à l'addition près d'un multiple entier 
de 2'lti. D'après cette définition, on a e10g t = t. Lorsque t est réel et > 0, 

on retrouve la fonction classique log t, si on se borne à prendre pour arg t 
la valeur o. 
Quels que soient t et t' complexes =1= 0, et quelle que soient les valeurs 
choisies pour log t, log t'et log (tt'), on a 

(5· 3) log (tt') = log t + log t' (mod.2'lti). 

Déterminations du logarithme. Jusqu'ici on n'a pas défini log t comme une 
vraie fonction. 

Définition. On dit qu'une fonction continue f(t) de la variable complexe tl 

définie dans un ouvert connexe D du plan C, ne contenant pas le point 
t = 0, est une détermination de log t si, pour tout te D, on a e/(t)= t (autre­
ment dit, sif(t) est l'une des valeurs possibles de log t). 

On verra plus loin (chapitre Il, § 1, nO 7) à quelle condition doit satis­
faire l'ouvert D pour qu'il existe dans D une détermination de log t. Dès 
maintenant, on va voir comment on peut obtenir toutes les déterminations 
de log t s'il en existe une. 

PROPOSITION 5. 1. S'il existe une déterminationf(t) de log t dans l'ouvert connexe 
D, toute autre détermination est de laformef(t) + 2k'lti (k entier); réciProquement, 
f(t) + 2k'lti est une détermination de log t pour tout entier k. 
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Supposons en effet que jet) et ge') soient deux déterminations de log t. 
La différence 

h(t) =j(t) -.g(t) 
2'1tZ 

est une fonction continue dans D et ne prend que des valeurs entières; 
puisque D a été supposé connexe, une telle fonction est nécessairement 
constante. En effet, l'ensemble des points te D tels que h(t) soit égal à un 
entier donné n, est Ouvert et fermé. Donc cet ensemble est vide ou égal à 
D. La constante est forcément un entier. Quej(t) + 2k'lti soit une détermi­
nation de log t pour tout entier k est évident. 

On définirait de même ce qu'il faut entendre par une détermination 
de arg t dans un ouvert connexe D ne contenant pas l'origine. D'ailleurs 
toute détermination de arg t définit une détermination, de log t, et vice­
versa. 

Exemplt. Prenons pour D le demi-plan ouvert Re (t) > 0 (rappelons qu'on 
note Re (t) la partie réelle de t). Pour tout t dans ce demi-plan, il y a 

une valeur et une seule de arg t qui soit> _.2:. et < .2:. ; notons-la Arg t. 
2 2 

On va montrer que Arg t est une Jonction continue, et que par suite 

log 1 t 1 + i Arg t 

est une détermination de log t dans le demi-plan Re (t) > o. On l'appellera 
la détermination principale de log t. 

Puisque Arg t = Arg (tfltl) et que l'application l -+ tfltl est une appli­
cation continue du demi-plan Re (t) > 0 sur l'ensemble des u tels que 
lui = 1 et Re (u) > 0, il suffit de montrer que l'application y = Arg u 
est continue. Or c'est l'application réciproque de u = ei.~ y parcourant 

l'intervalle ouvert ]- ; • + ; l; la fonction u = eiYest une application 

continue bijective de l'intervalle compact [-~-. +~] sur l'ensemble 
, 2 2 

des u tels que lui = 1 et Re (u) ;> 0; c'est donc un homéomorphisme, et 
l'application réciproque est bien continue. 

C.Q.F.D. 

6. DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE DU LOGARITHME COMPLEXE 

PROPOSITION 6. 1. La somme de la série entière 

qui converge pour lui < l, est égale à la détermination principale de log (1 + u). 
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Observons d'abord que si lui < I, t = I + u reste dans un disque ouvert 
contenu dans le demi-plan Re(t) > o. Reprenons alors les notations de la 
relation (2. 4), et rappelons que les séries S et T sont réciproques l'une de 
l'autre; la proposition 5. I du § 2 montre que l'on a S(T(u» = u pour 
tout nombre complexe u tel que lui < I. Autrement dit, eT(a) = 1 + u; 
et par suite T(u) est une détermination de log (1 + u). Pour montrer que 
c'est la détermination principale, il suffit de vérifier qu'elle prend la même 
valeur que la détermination prindipale pour une valeur particulière de ri, 

par exemple qu'elle est nulle pout u = o. Or c'est évident sur le dévelop­
pement en série de T(u). 

PRoposmoN 6. 2. Si j(t) est une détermination de log t dans un ouvert connexe D, 
la fonction j( t) admet une dérivée l' (t) par rapport à la variable complexe t, et on li 

j'(t) = 1ft. 
En dret pour k complexe #= 0 et assez petit, on a 

l(t + k) - j(t) =j(t + k) - Jet) . 
k e/(l+/o)-e/(I) , 

lorsque k tend vers 0, ceci tend vers l'inverse de .la limite de eZ', - t;i.-. . z-z 
pour z' tendant vers z = j(t); la limite cherchée est donc l'Inverse de la 
valeur de la dérivée de eZ. pour z =j(t); elle est donc égale à rI(/)= 1/1. 

Remarque. A titre de vérification, la dérivée de la série entière T(u) est 

bien égale à _1_. 
l+U 

Définition. Pout tout couple de nombres complexes t #= 0 et IX, on pose 

to. = elZ.logl. 

IX étant fixé, c'est une fonction multiforme de t. On définit comme ci-dessus 
ce qu'on entend par une détermination de te, dans un ouvert connèxe D. 
Toute détermination de log t dans D définit une, détermination de to. dans D. 

Rlvision. Ici le lecteur est prié de revoir, le cas échéant, les développements 
en série des fonctions usuelles: arc tg x, arc sin x, etc. D'autre part, 
pour tout exposant complexe IX, on considère, pour x complexe tel qu~ 
Ixl< l, 

(I + x)" = eOl. log (1+'1;) 

où log (1 + x) désigne la détermination principale (la fonction (1 + x)1Z. 
prend donc la valeur 1 pour x = 0); étudier le développement de cette 
fonction en série entière. 
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I. Séries entières à une yariable 

4. Fonctions analytiques d'une varial:le réelle ou complexe 

1. DÉFINITIONS 

Définition I. I. On dit qu'une fonctionf(x), définie au voisinage de Xo, est 
diveloppable en série entière au point Xo s'il existe une série entière formelle 

S(X) = ~ a.X· dont le rayon de convergence soit =1= 0 et qui satisfasse à 
.~o 

pour lx - xol assez petit. 

Cette définition s'applique aussi bien dans le cas où x est une variable 
réelle que dans le cas d'une variable complexe. La série S(X), si elle existe, 
est unique d'après le nO 8 du § 2. 

Sif(x) est développable en série entière au point xo, la fonctionf est indé­
finiment dérivable dans un voisinage de xo, puisqu'il en est ainsi de la 
la somme d'une série entière. Si le produit fg de deux fonctions f et g 
développables en série entière au point Xo est identiquement nul dans un 
voisinage de xo, alors l'une au moins des fonctions f et g est identiquement 
nulle au voisinage de Xo; en effet cela résulte du fait que l'anneau des séries 
formelles est un anneau d'intégrité (§ 1, proposition 3. 1). Sifest dévelop­
pable en série entière au point xo, il existe une fonction g, développable 
en série entière au point Xo et ayant une dérivée g' = f dans un voisinage 
de Xo; une telle fonction g est unique à l'addition près d'une constante; 
il suffit, pour le voir, de considérer la série des primitives des termes du 
développement en série entière de la fonction j. 
Nous considérerons désormais un ensemble ouvert D de la droite réelle R 
ou du plan complexe C. Si D est un ouvert de R, D est une réunion d'in­
tervalles ouverts, et si de plus D est connexe, D est un intervalle ouvert. 
Désignons par x une variable réelle ou complexe, qui varie dans l'ensemble 
ouvertD. 

Définition 1. 2. Une fonction f( x) à valeurs réelles ou complexes, définie 
dans l'ouvert D, est dite ana{ytique dans D si, pour tout point Xo e D, la fonc­
tionf(x) est développable en série entière au point xo. Autrement dit, il doit 

exister un nombre p(xo) > 0 et une série entière formelle S(X) = ~. a.X·, 
de rayon de convergence,> p(xo), telle que n,o 

pour 

Les propriétés suivantes sont évidentes: toute fonction analytique dans 
D est indéfiniment dérivable dans D, et ses dérivées successives sont ana-
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lytiques dans D. La somme, le produit de deux fonctions analytiques dans 
D, est analytique dans D; autrement dit, les fonctions analytiques dans D 
forment un anneau, et même une algèbre. Il résulte de la proposition 6. 1 

du § 2 que si f(x) est analytique dans D, f( ) est analytique dans l'o~vert 
D privé des points Xo tels quef(xo) = o. x 
Enfin, il résulte de la proposition 5. 1 du § 2 que sif est analytique dans 
D et prend ses valeurs dans D', et si g est analytique dans D', alors la fonc­
tion composée g of est analytique dans D. 

Soit f une fonction analytique dans D, supposé connexe; si f possède 
une primitive g, c'est-à-dire s'il existe dans D U(le fonction g dont la dérivée 
g' est égale àJ, alors cette fonction primitive est unique à l'addition près 
d'une constante, et c'est une fonction analytique. 

Exemples de fonctions analytiques. Les polynômes en x sont des fonctions ana­
lytiques sur toute la droite réelle (resp. dans le plan complexe); une fonc­
tion rationnelle P(x) fQ(x) est analytique dans le complémentaire de­
l'ensemble des points Xo tels que Q(xl)') = o. Il va résulter de la proposi­
tion 2. 1 que la fonction eO: est analy~que. La fonction arc tg x est analy-

tique pour tout x réel, puisque sa eJérivée __ +1 2 est analytique. 
1 x 

2. CRITÈRES D'ANALYTICITÉ 

PROPosmON 2. 1. So# S(X) = ~ a.X· une série entière dont le rayon de conver­
genee pest # o. S()Ï{ n~O 

sa somme pour Ixl < p. Alors S(x) est une fonction analytique dans le disque Ixl < p. 

Ce résultat n'est nullement évident. Il sera une conséquence immédiate 
du .suivant, plus précis: 

PROPOSITION 2. 2. Sous les hypothèses de la proposition 2. l, soit Xo tel que 1 Xo 1 < p. 
Alors la série entière 

}: -;- s<n)(;o)xn 
n~on. 

a un rayon de convergence >- p -Ixol, et l'on a 

pour 
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Démo1J,Stration de la proposition 2. 2. Posons ro = Ixol, otn = lanl. On a 

Pour r 0 < r < p, on a 

Donc le rayon de convergence de la série (2. 1) est >- r- ro' Comme r 
peut être choisi arbitrairement voisin de p, ce rayon de convergence est 
~ p -ro' 
Soit maintenant x tel que lx - xol < p -ro' La série double 

X'" (p + q) ! a (x )q(x - x )p 
~ p' q' p+q 0 0 

p, q •• 

converge absolument, d'après (2. 3)' Pour calculer sa somme on peut donc 
grouper les termes d'une manière arbitraire. Nous allons calculer cette 
somme de deux façons différentes. Un premier groupement de termes 
donne: 

un autre groupement donne : 

~ (x -,xo)P( ~ (p +, q)! ap+q(xo)q) = ~ (x -,xo)PS(P)(xo)' 
p~o p. q~O q. p~o p. 

En comparant, on obtient (2. 2), et ceci achève la démonstration. 

Remarque 1. Il se peut que le rayon de convergence de la série (2. 1) soit 
strictement plus grand que p -ixoi. Prenons par exemple la série 

S(X) = ~ (iX)n. 
n~O 

On a S(x) = __ 1_._ pour Ixl < 1. Prenons pour Xo un nombre réel. On a 
1 -IX 

--= I-Z~ = ~ x-xo ' 1 1 ( . x-x )-1 ~ in ( )n 
I-ix I-ixo I-ixo n~o(I-ixo)n+l 



§ 4. Fonctions analytiques d'une variable réelle ou complexe 

Cette série converge pour 1 x - Xo 1 < VI + (XO) 2, et VI + (XO) 2 est stric­
tement plus grand que 1 -IXol. 

Remarque 2. Posons 

A(r) = ~ lanlr" pour r< p. 
,,~o 

D'après l'inégalité (2. 3) on a 

I ~ S<P)(x) 1 <; A(r) 
p! (r - ro)p 

pour Ixl <; ro < r < p. 

Remarque 3. Si x est une variable complexe on verra au chapitre II que toute 
fonction admettant une dérivée est analytique, et par conséquent indéfi­
niment dérivable. La situation est toute différente dans le cas d'une variable 
réelle: il existe des fonctions ayant une dérivée première et n'ayant pas de 
dérivée seconde (il suffit de prendre une primitive d'une fonction continue 
qui n'admet pas de dérivée). De plus il existe des fonctions indéfiniment 
dérivables qui ne sont pas analytiques; en voici un exemple simple: la 
fonctionf(x) égale à zéro pour x = 0 et à e- I/"" pour ."C =1= 0 est indéfiniment 
dérivable pour tout x; elle s'annule ainsi que toutes ses dérivées pour x = 0; 
si elle était analytique elle serait identiquement nulle au voisinage de 
x = 0, ce qui n'est pas le cas. 

THÉORÈME. Pour qu'unef onction f(x) d'une variable réelle x, indéfiniment dérivable 
dans un intervalle ouvert D, soit analytique dans D, il faut et il suffit que tout point 
Xo e D possède un voisinage V possédant la propriété suivante: il existe deux nombres 
M et t,finis et > 0, tels que 

pour tout x e V et tout entier p >- o. 

Démonstration abrégéê. On montre que la condition est nécessaire en utili­
sant l'inégalité (2.4). On montre qu'elle est suffisante en écrivant ledévelop­
pement limité de Taylor de la fonction f(x) et en majorant le reste de 
Lagrange grâce à (2.5). 

3. PRINCIPE DU PROLONGEMENT ANALYTIQUE 

THÉORÈME. Soit f une fonction analytique dans un ouvert connexe D, et soit Xo e D. 
Les conditions suivantes sont équivalentes: 
a) J<n)(xo) = 0 pour tout entier n>- 0; 
b) f est identiquement nulle dans un voisinage de xo; 
c) f est identiquement nulle dans D. 
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1. Séries entières à une variable 

Démonstration. Il est évident que c) entraîne a). On va montrer que a) 
entraîne b) et que b) entraîne c). Supposons remplie la condition a). 
On a donc j<n)(xo) = 0 pour tout n ;> 0, en convenant que j<0) = f. Au 
voisinage de xo, f(x) est développable en série entière suivant les puis-

sances de x - xo' et les coefficients ~j<n)(xo) sont nuls; donc f(x) est 
n. 

identiquement nulle dans un voisinage de xo, ce qui démontre (b). 
Supposons remplie la condition (b). Pour montrer que f est nulle en tous 
les points de D, il suffit de montrer que l'ensemble D' des points xe D au 
voisinage desquels f est identiquement nulle est à la fois ouvert et fermé (D' 
n'est pas vide en vertu de (b), donc, puisque D est connexe, D' sera égal 
à D). Que D' soit ouvert résulte de sa définition. Il reste à prouver que 
si Xo e D est adhérent à D', alors Xo e D: Or pour chaque n;> 0, on a 
j<n)(x) = 0 en des points arbitrairement voisins de Xo (à savoir les points 
de D'); donc, en vertu de la continuité dej<"), on aj<n)(xo) = 0; ceci ayant 
lieu pour tout n ;> 0, on vient de voir que f(x) est identiquement nulle 
au voisinage de Xo. Ainsi Xo e D', ce qui achève la démonstration. 

COROLLAIRE 1. L'anneau des fonctions analytiques dans un ouvert connexe D est un 
anneau d'intégrité. 

En effet, si le produitfg de deux fonctions analytiques dans D est iden­
tiquement nul, et si Xo e D, l'une des fonctions f et g est identiquement 
nulle au voisinage de xo, puisque l'anneau des séries entières formelles 
est un anneau d'intégrité. Mais si f est identiquement nulle au voisinage 
de xo, f est nulle dans D tout entier, d'après le théorème précédent. 

COROLLAIRE 2. (Principe du prolongement analytique.) Si deuxfonctions ana­
lytiques f et g dans un ouvert connexe D coïncident au voisinage d'un point de D, elles 
sont identiques dans :o. 
Le problème du /J'rolongement analytique consiste en ceci : étant donnée une 
fonction analytique h dans un ouvert connexe D', et étant donné un ouvert 
connexe D contenant D', on se demande s'il existe une fonctionfanalytique 
dans D et qui prolonge h. D'après le corollaire 2, si une telle fonction f 
existe, elle est unique. 

4. ZÉROS D'UNE FONCTION ANALYTIQUE 

Soitf(x) une fonction analytique dans un voisinage de Xo, et soit 

son développement t'n série entière pour tx - xol assez petit. Supposons 
f(xo) = 0, et supposons que f(x) ne soit pas identiquement nulle au voisinage 
de xo• 



§ r.. Fonctions analytiques d'une variable réelle ou complexe 

Soit k le plus petit entier tel que air =1= o. La série 

~ a.(x - xo) n-k 
n~k 

converge pour lx :- xol assez petit, et sa somme g(x) est une fonction ana­
lytique au voisinage de Xo et telle que g(xo) =1= o. Ainsi, pour x voisin de 
xo, on a 

J(x) = (x - XO)kg(X), 

L'entier k> 0 ainsi défini s'appelle l'ordre de multiplicité du zéro Xo pour 
la fQnction f Il est caractérisé par la relation (4. 1), où g(x) est analy­
tique au voisinage de xO' L'ordre de multiplicité k est aussi caractérisé par 
la condition : 

Si k = 1, on dit que Xo est un zéro simple. Si k > 2, on dit que Xo est un 
zéro multiple. 

La relation (4. 1) et la continuité de g(x) entraînent 

J(x) =1= 0 pour o<lx-xol<E (E > 0 assez petit). 

Autrement dit, le point Xo possède un voisinage dans lequel il est l'unique 
zéro de la fonction J(x). 

PROPOSITION 4. 1. Si J est une Jonction analYtique dans un ouvert connexe D et si J 
n'est pas identiquement nulle, l'ensemble des ;;éros deJ est un ensemble discret (autre­
ment dit, tous les points de cet ensemble sont isolés). 

En effet, d'après le corollaire 2 du nO 3, J n'est identiquement nulle 
au voisinage d'aucun point de D, et on peut appliquer ce qui précède 
à chaque zéro de f 

En particulier, tout sous-ensemble compact de D ne contient qu'un nombre 
fini de zéros de la fonctionf 

5. FONCTIONS MÉROMORPHES 

Soient J et g deux fonctions analytiques dans l'ouvert connexe D, et 
supposons que g ne soit pas identiquement nulle. La fonction J(x)Jg(x) 
est définie et analytique au voisinage de tout point Xo tel que g(xo) =1= 0, 

c'est-à-dire en tout point de D sauf peut-être en des points isolés. 
Examinons le comportement de J(x) fg(x) au voisinage d'un point Xo qui 
annule g(x); si J n'est pas identiquement nulle, on a 
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où k et k' sont entiers, k;> 0, k' > O,Jl et gl sont analytiques au voisinage 
de XO,JI(XO) # 0, gl(XO) # 0; donc, pour x # Xo et voisin de Xo, 

L~ = (x-x )k-I<' ~L 
g(x) 0 gl(X) 

La fonction hl(X) = Jl(X)!gl(X) est analytique au voisinage de xo et l'on a 
hl (xo) # o. Deux cas sont alors possibles : 

1 ° on a k ;> k'; alors la fonction 

(x - XO)k-k'hl(X) 

est analytique au voisinage de Xo et coïncide avec J(x)/g(x) pour x # XO. 

Ainsi prolongée au point xo, la fonction JIg est analytique au voisinage de 
xo; elle admet Xo pour zéro si k > k'. 

2° On a k < k'. Alors 

f(x) = ___ 1 h (x), 
g(x) (x - XO)k'-k 1 

On dit dans ce cas que Xo est un pôle pour la fonctionJlg; l'entier k' - k 

s'appelle l'ordre de multiplicité de ce pôle. Lorsque x tend vers xO' 1~(x)2l. 
jg x ' 

tend vers + 00. On peut convenir de prolonger la fonctionJ/g en lUI don-
nant la valeur « infini » au point xO. On reviendra plus tard sur l'intro­
duction de cet unique nombre infini noté 00. 

SiJ(x) est analytique et admet Xo pour zéro d'ordre k> 0, il est clair que 
IIf(x) admet Xo pour pôle d'ordre k. 

Définition. On appelle fonction m;'omorphe dans un ouvert connexe Dune 
fonctionJ(x) définie et analytique dans un ouvert D'obtenu en enlevant 
de D un ensemble de points isolés, dont chacun est un pôle pour J(x). 

Au voisinage de chaque pointdeD (sans exception),Jpeut donc se mettre 
sous la forme du quotient de deux fonctions analytiques ,h(x)lg(x), le 
dénominateur n'étant pas identiquement nul. On définit d'une manière 
évidente la somme et le produit de deux fonctions méromorphes : les 
fonctions méromorphes dans D forment un anneau, et même une algèbre. 
En fait elles forment un corps, car si J(x) n'est pas identiquement nulle 
dans D, elle n'est identiquement nulle au voisinage d'auc~n point de D, 
d'après le théorème du nO 3; donc IIJ(x) est analytique ou possède un 
pôle en chaque point de D, et par suite IIf(x) est méromorphe dans D. 

PROPOSITION 5. 1. La dérivée J' d'une Jonction J méromorphe dans D est une Jonc­
tion méromorphe dans D; les Jonctions J et J'ont les mêmes pôles; si Xo est un pôle 
d'ordre k de J, c'est un pôle d'ordre k + 1 deJ'. 



Exercices 

En effet, f' est définie et analytique en tout point de D qui n'est pas un 
pÔle de f. Il reste à montrer que si Xo est un pôle de J, Xo est aussi un pôle 
def'. Or on a, pour x voisin de xo, 

, 
1 

f(x) = (x _ XO)kg(X), 

g(x) étant analytique, avec g(xo) oF 0, k> o. On a donc, pour x oF xo, 

et comme gl(XO) =F 0, Xo est bien un pÔle def', d'ordre k + 1. 

Exercices 

1. Soient K un corps commutatif, X une indéterminée, et E = K[[X]] 
l'algèbre des séries entières formelles à coefficients dans K. Pour S, T dans 
E, posons· 

d(S T) _ ~ 0 si S = T, 
, - ~e-k si SoFT, et w(S-T) =k. 

a) Montrer que d définit une distance dans l'ensemble E. 

b) Montrer que les applications: (S, T) -+ S + T, (S, T) -+ ST définies 
dans E X E, à valeurs dans E, sont continues par rapport à la topologie 
définie par la métrique d. 

c) Montrer que l'algèbre K[X] des polynômes, comme sous-ensemble de 
E, est partout dense dans E. 

d) Montrer que l'espace métrique E est complet. (Si (Sn, est une suite 
de Cauchy dans E, remarquer que, pour tout entier m > 0, les m premiers 
termes de Sn ne dépendent pas de n, pour n assez grand.) 

e) L'application S -+ S' (la dérivée de S) est-elle continue? 

2. Soient p, q des entiers >:- 1. Soit la série entière formelle 

Sl(X) = 1 + X + XI + ... + X· + .. " 
et posons 

a) Montrer, par récurrence sur n, la relation 

(1) 1 +p+W+ 1) + ... +P(p+ I) ... (p+n-I) = (P"± .. !J· .. (p+n), 
2! n! n! 
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et en déduire (par récurrence sur p) le développement 

Sp(X) = ~ (P + n- 1) X", 
,,~o n 

où G) désigne le coefficient binomial h!(k ~ h)! 

b) En utilisant Sp(X). Sq(X) = Sp+q(X), montrer la relation 

[qui généralise (1), cas où q = 1]. 

3. Expliciter les polynômes Pli dans la démonstration de la proposition 
7. l, § 1, pour n < 5, et calculer les termes de degré < 5 de la série formelle 
réciproque de 

4. Déterminer les rayons de convergence des séries suivantes: 

a) ~q"'zn(lql<I), 
,,~o 

b) ~ nPz" (p entier> 0), 
,,~o 

c) ~ a"z", avec a2n+l = a2n +1, a2" = h211 pour n ~ 0, 
,,~o 

a, h réels et 0 < a, h < 1. 

5. Soient deux séries entières formelles: 

S(X) = ~ aIlX", et T(X) = ~ hIlXII, (h. =1= 0) 
,,~o .~o 

et posons 

U(X) = ~ (a.)PX·, V(X) = ~ a.h.X·, W(X) = ~ (a./h.)Xn 
,,~o .~o .~o 

(p entier). Montrer les relations suivantes: 

p(U) = (p(S) )P, p(V) ~ p(S) . p(T), 

et si p(T) =1= 0, 

p(W) < p(S)/p(T). 



Exercices 

6. Soient a, 6 et c dans C, c n'étant pas un entier ""o. Qut:l est le rayon de 
convergence de la série 

S(X) = 1 + ah X + ~a + I)~ + .!) XI + ... 
C 2Ic(C+I) 

+ a(a + 1) ... (a + n - 1) .6(6 + 1) ... (6 + n - 1) XR + ... 
nlc(c+ I) ... (c+n- 1) 

Montrer que sa somme S(~), pour I~I < p(S), satisfait à l'équation diffé­
rentielle suivante 

~(I -~)S" + (c- (a + h + 1)~)S'-ahS = o. 

7. Soit S(X) = ~ aRXR une série entière formelle telle que ?(S) = 1. 
Posons .~o 

et 

U(X) = ~ SaXR, V(X) = ~ taXR. 
R~O R~O 

Montrer que: (i) p(U) = p(V) = l, et que: (ii) poUl" tout I~i < I, 

8. Soit S(X) = ~ aRXR une série entière formelle, dont les coefficients sont 
R~O 

définis par les relations de récurrence suivantes : 

où œ, ~ sont deux nombres réels donnés. 

a) Montrer que l'on a, pour n;> l, la.l"" (2cr-1, où c = max (I:xl, i~ ,1/2 
et en déduire que le rayon de convergence p(S) -:f= o. 

b) Montrer que l'on a : 

(1 - ~ - ~~II)S(~) =~, pour :~I < ?(S), 

et en déduire que, pour I~I < p(S), on a 

S(~) = ~ . 
1 _~_~~1 

c) Soient ~l' ~2 les deux racines de ~XII + œX - 1 == u. En atilisant la 
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décomposition en éléments simples du second membre de (1), trouver 
une expression de an à l'aide de Zl et Z., et en déduire que 

p(S) = Min (IZll, Iz.l). 

(Remarquer que, si S(X) = Sl(X), S2(X), on a: p(S) ~Min(p(Sl)' p(S.))., . 

9. Montrer que, si x, y sont réels, n entier ~ 0, x =F 2k ... (k entier), on a 

~ cos (px + y) = cos (~x + y) sin n + 1 x/sin.!-, 
O~p~n 2 2 2 

~ sm px+y =sm -x+y sm--XSln- . ~.( ) .(n ).n+I/.x 
O~p~n 2 2 2 

(Utiliser cos (px + y) + i sin (px + y) = ei(P."+Y) = eir(ei"')P.) 

10. Montrer les inégalités suivantes, pour tout zee: 

II. Montrer qu'on peut écrire, pour tout entier n ~ l, et tout z complexe 

et en déduire que, pour tout z complexe, on a 

e' = lim (1 + ~)ft. 
n+oo n 

12. Montrer que la fonction d'une variable complexe Z définie par 

ei' + e- I• ( . ei' - e-i') cos Z = resp. sm Z = . 
2 2' 

est le prolongement analytique, dans tout le plan C, de la fonction 
cos x (resp. sin x), définie au § 3, nO 3. Montrer que l'on a, quels que 
soient z, z' e C, 

cos (z + z') = cos Z cos z' - sin z sin z', 
sin (z + z') = sin z cos z' + cos z sin z' ; 

cos·z + sin2 z = 1. 

13. Montrer que l'on a 

2 • /' ·-x < smx ~ x 
'lt 

pour x réel, 0 ~ x ~ 'lt/2. 



14. Soit z = x + ry, x, y réels. (i) Montrer que l'on a 

Isin (x + ry) 12 = sin2 x + sh2 y, 
Icos (x + ry)12 = cos2 x + sh2y; 

Exercices 

(ii) déterminer les zéros des fonctions sin az, cos az (où a est un nombre 
réel #0); 

(iii) montrer que, si - 'It < a < 'It, et si n est entier positif, on a 

pour 

et 

l' 1 ch a (n + ~) 
,SIn az /' 2 
1-.-- 1""" 1 

;sm 'ltzl sh'lt (n + ~) 

1 • 
Z = TI + - + V', 

2 

pour 

(N. B. P .. r définition, ch Z = cos (iz), sh z = - i sin (iz).) 

15, Soit l un intervalle de la droite réelle R. Montrer que, sif(x) est une 
fonction (d'une variable réelle, et à valeurs complexes) analytique dans I, 
on peut la prolonger en une fonction analytique dans un ouvert connexe 
D du plan complexe, contenant 1. 

16. (i) Soient (ocn), (~n) deux suites de nombres ayant les propriétés sui­
vantes: 
a) il existe une constante M > 0 telle que 

IIXI + 1X2 + ... + IX"I < M pour tout n>- l, 

b) les ~" sont réels >- 0 et ~l >- ~2 >- ... >- ~. >- .... Montrer que l'on a, 
pour tout n>- l, 

(Introduire s. = IXI + ... + IX., et écrire 

(ii) Soit S(X) = ~ allX' une série entière formelle à coefficients complexes, 
n~O 

telle que p(S) = l, et que ~ a. soit convergente. Utiliser (i) pour montrer 
n;;'O 

que la série ~ a"x" converge uniformément dans l'intervalle fermé [0, 1] 
ft~O 

de R, et en conclure que 
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(iii) Soit maintenant S(X) = ~ X"ln l , et soit D l'intersection du disque 
A~I 

ouvert Izl < 1 et du disque ouvert Iz - 11< 1. Montrer qu'il existe une 
constante a telle que l'on ait 

S(z) + S(I - z) = a -log Z log(1 - z) pour ze D, 

où log désigne la détermination principale du logarithme complexe dans 
le demi-plan Re(z) > 0 (qui contient D). 
(Remarquer que, si Z e D, on a log( 1 - z) = - T(z), avec 

T(X) = X.S'(X), 

en vertu de la proposition 6. 1 du § 3, et que, d'après la proposition 6. 2 du 
§ 3, on a 

~ (log dog (1 _ z» = log (1 - z) _ log z 
d<. z I-Z 

Utiliser ensuite (ii) pour montrer que l'on a 

a = ~ I/nl, 
n~1 

a - (log 2)2 = ~ I/n"2n-l. 
n~l 

pour zeD). 

(Cf. Chapitre v, § 2, 9., application de la proposition 2. 1). 



CHAPITRE II 

Fonctions holomorphes, intégrale de Cauchy 

1. Intégrales curvilignes 

1. GÉNÉRALITÉS 

Rappelons quelques notions élémentaires relatives aux intégrales curvi­
lignes dans le plan RI. 
On notera x et y les fonctions coordonnées dans RI. 
On appelle chemin différentiable une application 

(1. 1) t ~ "(t) 

du segment [a, b] dans le plan RI, telle que les coordonnées x(t) ety(t) du 
point "(t) soient des fonctions continûment différentiables. On supposera 
toujours a < b. L'origine de "( est le point "(a), l'extrémité de "( est le 
point "(b). Si D est un ouvert du plan, on dit que "( est un chemin 
différentiable de l'ouvert D si la fonction "( prend ses valeurs dans D. 

Une forme différentielle dans un ouvert D est une expression 

0> = Pdx + Q4Y 

dont les coefficients Pet Qsont des fonctions (à valeurs réelles ou complexes) 
continues dans D. 

Si "( est un chemin différentiable de D, et 0> une forme différentielle 

dans D, on définit l'intégrale 1: 0> par la formule 

1: 0> = l" "(*(0», 

où "(*(0» désigne la forme différentielle f(t) dt définie par 

f(t) = P(x(t), y(t) )x' (t) + Q (x(t), y(t») y' (t); 
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II. Fonctions holomorphes, intégrale de Cauchy 

autrement dit, y*(oo) est la forme différentielle déduite de 00 par le change­
ment de variables x = x(t),y = y(t). Ainsi: 

;: 00 = lb f(t) dt. 

Considérons maintenant une fC?I)ction t = t(u) continûment dérivable 
pour al <; u <; hl (avec al < hl)' dont la dérivée t'(u) soit partout> 0, 
et telle que t(a l ) = a, t(h l ) = h. L'application composée de l'applica­
tion u ~ t(u) et de l'application (1. 1) est 

(1. 2) u ~ y(t(u)). 

Elle définit un chemin différentiable YI' On dit que, 1 est déduit de Y 
par changement de paramètre. La forme différentiellefl(u) du, transformée de 00 

par l'application (1. 2), est égale à 

f(t(u))t'(u) du, 

en vertu de la formule donnant la dérivée d'une fonction composée. La 
formule du èhangement de variable dans les intégrales simples donne la 
relation 

100= r w. 
T JTt 

Autrement dit, l'intégrale curviligne 1 00 ne change pas de valeur si on 

remplace le chemin différentiable Y pa/ un autre, déduit de Y par change­
ment de paramètre. On pourra donc éventuellement désigner par la même 
lettre des chemins qui se déduisent les uns des autres par changement 
du paramètre. 
Prenons maintenant une fonction t = t(u) continûment dérivable pour 
al <; u <; hl> mais telle que t'(u) < 0, t(a l ) = h, t(h l ) = a (le «sens de 

parcours» du segment est renversé). Alors on constate que 1 00 = - [w. 
T. .. T 

On dit alors qu'on a effectué sur Y un changement de paramètre qui 

change l'orientation de y; ceci a pour effet de multiplier ;: 00 par - 1. 

Suhdivisons l'intervalle [a, hl décrit par le paramètre t en un nombre 
fini d'intervalles partiels 

[a, t l ], [tl> t.:J, ... , [tn-l> tn], [tn, hl; 

on suppose a < tl < ts < ... < tn- l < tn < h. Soit yi la restriction de 
l'application Y au i-ième de ces intervalles; il est clair que 



§ 1. Intégrales curvilignes 

Cette propriété conduit à généraliser la notion de chemin différentiable. 
On appelle chemin différentiable par morceaux une application continue 

y: [a, b] _RI, 

telle qu'il existe une subdivision de l'intervalle [a, b] en un nombre fini 
d'intervalles partiels comme ci-dèssus, de façon que les restrictions de y 
à ces intervalles partiels soient continûment dérivables. On pose par 
définition 

La valeur du second membre ne dépend pas de la décomposition. 
L'origine de YI s'appelle l'origine de y, l'extrémité de yn+! s'appelle l'extré­
mité de y. On dit que le chemin est fermé si son origine et son extrémité 
coïncident. 

Un chemin fermé y peut aussi être défini en prenant, au lieu d'un paramètre 
réel t qui varie de a à b, un paramètre 6 qui décrit la circonférence-unité. 

Exemple. Considérons, dans le plan RI, le périmètre (ou «bord ») d'un 
rectangle A dont les côtés sont parallèles aux axes de coordonnées. Le 
rectangle est l'ensemble des points (x, y) satisfaisant à 

Son bord se compose de quatre segments de droite 

x = a2, 

y = b2, 

X = al' 
y = bl , 

bl <,J<,b2, 
al <, x <, a2, 

bl <,y<,b2, 
al <, x <, a2. 

Pour que ce bord définisse un chemin fermé y, différentiable par 
morceaux, on doit préciser quel est le «sens de parcours» choisi. On 
conviendra toujours que le sens de parcours est le suivant : 
y croît de bl à b2 sur le côté x = a2' x décroît de a2 à al sur le côtéy = b2• 

Y décroît de b2 à bl sur le côté x = al' x croît de al à a2 sur le côtéy = bl • 

Alors l'intégrale Ir III est bien définie; elle ne dépend pas du choix de 

l'origine de y, car elle est de toute façon égale à la somme des intégrales 
le long des quatre côtés, chacun étant parcouru dans le sens qu'on vient 
d'indiquer. 

2. PRIMITIVE n'UNE FORME DIFFÉRENTIELLE 

LEMME. Soit D un ouvert connexe du plan. Quels que soient les points a e D et 
b e D, il existe un chemin différentiable par morceaux, contenu dans D, ayant a 
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pour origine et b pour extrémité. (On exprimera brièvement ce fait en disant 
que a et b peuvent être joints par un chemin différentiable par morceaux.) 

Démonstration. To~t point ce D est centre d'un disque contenu dans D; 
c peut être joint à tout point de ce disque par un chemin différentiable 
par morceaux et contenu dans D, par exemple par un rayon. Soit alors 
donné un point a e D; si c peut être joint à a, tout point assez voisin de c 
peut aussi être joint à a, d'après ce qui précède; donc l'ensemble E des 
points de D qui peuvent être joints à a est ouvert. D'autre part, E est 
fermé dans D; car si ce D est adhérent à E, c peut être joint à un point 
convenable de E d'après ce qui précède, donc c peut être joint à a. Par 
hypothèse, D est connexe; le sous-ensemble E de D, qui est ouvert et 
fermé dans D, et n'est pas vide (puisque a e E) est donc D tout entier. 

C.Q.F.D. 
Soit toujours D un ouvert connexe du plan, et soit r un chemin différen­
tiable par morceaux, contenu dans D; soit a son origine, b son extrémité. 
Soit F une fonction continûment différentiable dans D; considérons la 
forme différentielle II) = dF; alors on a la relation évidente 

;: dF = F(b) - F(a). 

Il résulte de là et du lemme que si la différentielle dF est identiquement nuite 
dans D, la fonctipn F est constante dans D. 
Étant donnée une forme différentielle II) dans un ouvert connexe D, cher­
chons s'il existe une fonction F(x, y) continûment différentiable dans D 
et telle que dF = 11). Si II) = P dx + Qdy, la relation dF = II) équivaut à 

(2. 2) ~F - P ~~ = Q. 
<lx -, <ly 

Une telle fonction F, si elle existe, s'appelle une primitive de la forme 11). 

Dans ce cas, toute autre primitive G s'obtient en ajoutant à F une constante, 
puisque d(F - G) = o. 

PROPOSITION 2. 1. Pour que laforme différentielle II) admette une primitive dans D, 

il faut et il suffit que l'on ait 1 II) = 0 pour tout chemin fermé r, différentiable 

par morceaux, contenu dans D'. 

Démonstration. 10 La condition est nécessaire, car si II) = dF, la relation 

(2. 1) montre que 1(1) = 0 chaque fois que l'origine a et l'extrémité Il 
de r coïncident. ' 

20 La condition est suffisante. Choisissons en effet un point (xo, Yo) E D; 
tout point (x, y) e D peut être joint à (xo, Yo) par un chemin r continû-
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ment différentiable par morceaux et contenu dans D (d'après le lemme); 

l'intégrale {11) ne dépend pas du choix de "(, puisque par hypothèse 
L T 

l'intégrale de 11) est nulle pour tout chemin fermé. Soit F(x, y) la valeur 

commune des intégrales f 11) relatives aux chemins "( d'origine (xo, Yo) et 

d'extrémité (x,y) contenus'dans D. On va montrer que la fonction F ainsi 
définie dans D satisfait aux relations (~. 2). 
Donnons à x un petit accroissement h; la différence 

F(x + h, y) - F(x, y) 

est égale à l'intégrale f 11) le long de n'importe quel chemin d'origine 

(x, y) et d'extrémité (x + h, y) contenu dans D. Intégrons en particulier 
le long d'un segment de droite parallèle à l'axe des x (ce q~i est possible 
si Ihl est assez petit) : 

F(x + h, y) - F(x, y) = i:<+ h p(e, y)de, 

et par suite, si h =1= 0, 

Lorsque h tend vers 0, le second membre tend vers P(x,y), en vertu de la 
continuité de la fonction P. On a donc bien 

()F 
-=P(x,y). 
()x 

On prouverait de même que ()F = Q(x, y). Ceci achève la démontration 
de la proposition 2. 1. ()y 

Considérons en particulier les rectangles contenus dans D et dont les 
côtés sont parallèles aux axes (nous entendons que le rectangle doit être 
tout entier contenu dans D, aussi bien son intérieur que sa frontière). 

Si "( est le bord d'un tel rectangle, on doit avoir .i (1) = 0 pour que la 

forme différentielle 11) admette une primitive dans D. Cette condition 
nécessaire n'est pas toujours suffisante, comme on le verra plus loin. Cepen­
dant elle est suffisante lorsque D est «simplement connexe» (cf. nO 7). 
Pour le moment nous nous contenterons de démontrer ceci : 

PROPOSITION 2. 2. Soit D un disque ouvert. Si l'on a .i 11) = 0 chaque fois que "( 

est le b6rd d'un rectangle contenu dans D et dont les côtés sont parallèles aux axes, 
alors (,) admet une primitive dans D. 
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Démonstration. Soit (xo, Yo) le centre du disque D, et soit (x, y) un point 
quelconque de D. Il Y a deux chemins YI et Y. ayant pour origine (xo,Yo) 
et pour extrémité (x,y), et tels que chacun d'eux se compose de deux des 
quatre côtés du rectangle (dont les côtés sont parallèles aux axes) ayant 
pour sommets opposés (xo,Yo) et (x,y) [Voir figure 1]. Puisque ce rectangle 

(Xo.y) Y.t (x,y 

yzllYl 
U--1 

(xo,Yo) (x,Yo) 

Figure 1 

est contenu <tans D, on a l 00 = 1. 00. Soit F(x, y) la valeur commune 
T, r. <IF <IF 

de ces deux intégrales; on montre comme plus haut que - = P, - =Q, 
. 1 . . <Ix <ly et cecI prouve a proposition. 

3. FORMULE DE GREEN-RIEMANN 

Cette formule généralise, dans un certain sens, la relation (2. 1) : au lieu 
de relier la valeur d'une intégrale simple à celles d'une fonction, elle relie 
les valeurs d'une intégrale double et d'une intégrale curviligne. Soit A 
un rectangle ayant ses côtés parallèles aux axes, soit Y son bord, et soient 
P(x,y) et Q(x,y) des fonctions définies dans un voisinage D de A, continues 

dans D et admettant dans D des dérivées partielles <lP et ~ continues. 
La formule de Green-Riemann s'écrit alors : . <ly <Ix 

(3. 1) 

Démonstration. On va par exemple prouver 
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On sait que l'intégrale double de la fonction continue ~peut se calculer 
. ~x comme SUIt: 

r.atOQ Explicitons: -;;- dx = Q(a2, y) - Q(al' y); 
t a t uX 

en intégrant alors par 

rapport à y, on trouve 

ce qui est justement égal à lr Qdy. C.Q.F.D. 

La formule de Green-Riemann est valable pour des domaines plus géné­
raux qu'un rectangle; mais nous laisserons pour le moment cette question 
de côté. 

PROPOSITION 3. 1. Soit 0) = P dx + Q dy une forme différentielle dans un ouvert 

D 1 d ,·, . II oP ~. . . connexe ,et supposons que es envees partze es - et exzstent et sozent contz-
nues dans D. Alors la relation oy ox 

oP oQ 
-=-
oy ox 

est nécessaire pour que (ù admette une primitive dans D; elle est suffisante lorsque D 
est un disque ouvert. 

Démonstration. D'après la formule (3.1), la condition (3.2) entraîne que 

J w = 0 chaque fois que i est le bord d'un rectangle contenu dans D; 

si D est un disque ouvert, ceci entraîne que (ù admet unc primitive (pro-

position 2.2). Réciproquement, si J: (1) = 0 chaque fois que r est le bord 

d'un rectangle A contenu dans D et dont les côtés sont parallèles aux axes, 
on a 

r r (i'lP _ i'lQ) dx dy = 0 
JJA oy i'lx 

pour tout tel rectangle A. Or ceci entraîne la relation (3. 2). En effet, si 

la fonction continue 9R - oQ n'était pas identiquement nulle dans D oy ox 
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il Y aurait un point de D au voisinage duquel elle serait par exemple> 0, 

et par conséquent l'intégrale 

l~r(i'lP -~) dx dy 
J A i'ly (Ix 

serait> 0 pour un rectangle A contenu dans ce voisinage, contrairement 
à l'hypothèse (3. 3). La proposition 3. 1 est ainsi démontrée. 

4. FORMES DIFFÉRENTIELLES FERMÉES 

Définition. On dit qu'une forme 11) = P dx + Qdy;,-à coefficients P et Q 
continus dans un ouvert D; est fermée si tout point (xo, Yu) e D possède un 
voisinage ouvert dans lequel 11) a une primitive. On peut supposer qu'un 
tel voisinage est un disque de centre (xo, Yu)' Alors les résultats des nO 2 

et 3 entraînent aussitôt: 

PROPOSITION 4. 1. Pour qu'une forme différentielle 11) à coefficients continus dans D 

soit fermée, il faut et il suffit que l'on ait [11) = 0 chaque fois que "f est le bord 
• T 

d'un petit rectangle contenu (ainsi que son intérieur) dans D, et ayant ses côtés paral­
lèles aux axes. Si on suppose en outre que P et Q ont des dérivées partielles du premier 
ordre continues, alors la condition (3. 2) est nécessaire et suffisante pour que 11) soit 
fermée. 

D'après la proposition 2. 2, toute forme fermée dans un disque ouvert y admet 
une primitive. On va maintenant donner l'exemple d'un ouvert connexe D 
et d'une forme fermée 11) dans D qui n'admet pas de primitive dans D. 

PROPOSITION 4.2. Soit D l'ouvert formé de tous les points z oF 0 du plan 
complexe C. La forme 11) = dz/z est fermée dans D mais ny admet pas de primitive. 

En effet, au voisinage de chaque point .tu oF 0, il existe une détermination 
de log z et cette détermination est, au voisinage de zo, une primitive de 
dz/z. Donc 11) est fermée. Pour montrer que 11) n'admet cependant pas de 
primitive dans D, il suffit de trouver un chemin fermé "f contenu dans D 

et tel que 1 dz oF o. Or soit "f le cercIe-unité centré à l'origine et parcouru 
T Z [ 

dans le sens direct. Pour calculer •. , 11), on pose Z = eU, t variant de 0 à 271:; 

on a . 

et par suite 

dz = iei/dt, ~ = i dt, 
z 

j dZ fn27:. . _. = z dt = 2Z'It oF o. 
i Z 0 

C.Q.F.D. 
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Dans l'exemple précédent la forme (0) est complexe. PrenonS maintenant 
la partie imaginaire de (o). Puisque 

d?;, dx + i 4" = x d>.' + y dy + i x dy - y dx, 
?;, x + !Y x2 + ),2 X 2 + y2 

la forme différentielle 

__ x ..... dy"::-~y::-d_x 
tiJ- -

Xl + yI 

est fermée dans le plan privée de l'origine. Elle n'admet pas de primitive, 
car d'après (4. 1) on a 

j ' x dy -y dx = 2,. 
T Xll+y. 

si y est le cercle-unité parcouru dans le sens direct. En fait, lU est la diffé­

rentielle de arc tg 2'._, qui est une fonction multiforme (c'est-à-dire avec plu­
x 

sieurs déterminations) dans le plan privé de l'origine. 

5. ÉTUDE DES PRIMITIVES NON UNIFORMES 

Soit (0) une forme fermée définie dans un ouvert connexe D. Bien que III 

n'ait pas nécessairement de primitive (uniforme) dans D, on va définir 
ce qu'on entend par primitive de III le long d'un chemin y de D. Un tel chemin 
est défini par une application continue d'un segment 1 = [aj b] dans D; 
on ne fait ici aucune hypothèse de différentiabilité. 

Définition.! Soit y : [a, b] -+- D un chemin contenu dans un ouvert D, et 
soit (0) une forme différentielle fermée dans D. On appelle primitive de III 

le long de y une fonction continuef(t) (t parcourant [a, b]) qui satisfait à 
la condition suivante : 

(P) quel que soit '1' e [a, b], il existe au voisinage du point y ('1') e n une primitive 
F de (0) telle que l'on ait 

(5. 1) F(y(t)) =f(t) 

flour t asse?;, voisin de 'l'. 

THÉORÈME I. Une telle primitive f existe toujours et est unique à l'addition près 
d'une constante. 

Démonstration. Tout d'abord, sifl etfll sont deux telles primitives, la diffé­
rence fl(t) - fll(t) est, d'après (5. 1), au voisinage de chaque 'l'e [a, b), 
de la forme Fl(y(t) - FII(y(t))j comme la différence Fl ~F2 des deux 
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primitives de 00 est constante, il s'ensuit que la fonction f1(t) - f2(t) est 
constante au voisinage de chaque point du segment I. Nous exprimerons 
cela en disant que la fonction fI - f2 est localement constante. Or une fonc­
,tion continue et localement constante sur un espace topologique connexe 
(ici, sur le segment 1 = [a, bD est constante. En effet, pour tout nombre u, 
l'ensemble des points de l'espace ou la fonction est égale à u est à la fois 
ouvert et fermé. 
Il reste à montrer l'existence d'une fonction continue f( t) satisfaisant à la 
condition (P). Chaque point 't" E 1 admet un voisinage V (dans 1) que , 
applique dans un disque ouvert où 00 possède une primitive F. Puisque 1 
est compact, on peut trouver une suite finie de points 

a = to < t1 < ... < tn < tn+ 1 = b, 

de façon que, pour chaque entier i tel que 0 <'( i <'( n, , applique le seg­
ment [t" tl+ 1] dans un disque ouvert VI dans lequel existe une primitive Fi 
de oo. L'intersection VI n V I+ I contient ,(ti+l)' donc n'est pas vide; elle 
est connexe, donc FI+ I - FI est constante dans VI n Vi+!' On peut 

. donc, en ajoutant à chaque FI une constante convenable, faire en sorte, 
de proche en proche, que F j + 1 coïncide avec F j dans VI n Vi+!' Soit alors 
f(t) la fonction définie par 

pour 

Il est évident que f(t) est continue et satisfait à la condition (P) : c'est 
clair pour une valeur 't" différente des ti; le lecteur le vérifiera lorsque 't" 

est égal à l'un des ti• 

Remarque. Supposons que, soit différentiable par morceaux, autrement dit 
que l'on ait une subdivision de 1 telle que la restriction de , à chaque 
segment partiel [tj, t j+ 1] soit continûment différentiable. Alors l'intégrale 

•• ( 0) est définie; c'est par définition 

Sifest une primitive le long de y, on a, d'après la formule (2. 1), 

d'où en ajoutant 

f 00 =f(b) - f(a). 

Ceci conduit à définir foo même pour un chemin continu" sans hypothèse 
ï 
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de différentiabilité relative à y: on prend la relation (5. 2) comme défi­
nition, ce qui est licite car le second membre ne dépend pas du choix de 
la primitive f le long de y. 

P S· h . fi ' l' .. 1 fdz ROPOSITION 5. 1. t Y est un c emzn erme ne passant pas par ongzne, -. -
est un entier. 2'ltt r Z 

Démonstration. w = tk est une forme fermée. Dans la démonstration du 
Z 

théorème 1, on peut supposer que chaque Fi est une détermination de 
logz. Doncf(b) - f(a) est la différence de deux déterminations de logz 
au point "'((a) = "'((b), et par suite est de la forme 2'ltin, où n est entier. 

COROLLAIRE • ..!.-fX d~ + y/x est un entier (le même que précédemment). 
2'lt r x y 

La quantité lX d~ - Y2 dx s'appelle souvent la variation de l'argument 
T x +Y 

du point z = x + ~ lorsque ce point décrit le chemin y (que y soit 
fermé ou non). 

6. HOMOTOPIE 

Pour simplifier, tous les chemins qu'on va considérer seront paramétrés 
par le segment 1 = [0, 1]. 

Définition. On dit que deux chemins 

"'(0: 1 ---r D et YI: 1 ---r D 

ayant même origine et même extrémité (c'est-à-dire Yo(o) = "'(1(0), 
"'(0(1) = "'(1(1)) sont homotopes (dans D) avec extrémités fixes; s'il existe une 
application continue (t, u) ---r o(t, u) de 1 X 1 dans D, telle que 

(6. 1) ~ 0 (t, 0) = "'(o(t), 
? 0(0, u) = "'(0(0) = Y1(0), 

o (t, 1) = Y1(t), 
0(1, u) = Yo(l) == Y1(1). 

u étant fixé, l'application t ---r o(t, u) est un chemin yu de D, ayant même 
origine que l'origine commune de Yo et YI> et même extrémité que l'extré­
mité commune de 10 et YI' Intuitivement ce chemin se déforme continû­
ment quand u varie de 0 à l, ses extrémités restant fixes. 

On a une définition analogue, concernant le cas de deux chemins fermés 
Yo et YI: on dit qu'ils sont homotopes (dans D) comme chemins fermés s'il 
existe une application continue (t, u) ---r o(t, u) de 1 X 1 dans D, telle -9ue 

(6. 2) 
\o(t, 0) = Yo(t), o(t, 1) = Y1(t), 
~ 0(0, u) == 0(1, u) quel que soit Il, 
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(donc, pour chaque u, le chemin ru est un chemin fermé). En particulier, 
on dit qu'un chemin fermé ro est homotope à un point dans D si l'on est dans 
la situation précédente, la fonction r1(t) étant en outre constante. 

THÉORÈME 2. Si ro et r1 sont deux chemins de D homotopes avec extrémités fixes, 
on a 

quelle que soit la forme fermée (1) dans D. 

THÉORÈME 2 bis. Si;o et "rI sont deux chemins fermés de D, homotopes comme 
chemins fermés, on a 

r (.)= j' (d 

J yo y. 

pour toute forme fermée (.) dans D. 

Ces deux théorèmes vont se démontrer comme conséquence d'un lemme 
qu'on va exposer maintenant. Tout d'abord voici une 

Définition. Soit (t, u) ~ 8(t, u) une application continue d'un rectangle 

(6·3) a' < u< b' 

dans l'ouvert D; et soit (1) une forme fermée dans D. On appelle primitive de 
(1) suivant l'application 8 une fonctionf(t, u) continue dans le rectangle, et satis­
faisant à la condition suivante : 
(Pl) quel que soit le point (T, u) du rectangle, il existe au voisinage de 8(T, u) une 
primitive F de (1) telle que l'on ait 

F(8(t, u») = f(t, u) 

en lout point (t, u) asse;;; voisin de (T, u). 

LEMME. Une telle primitive existe tOr9ours et est unique à l'addition près d'une constante. 
Ce lemme est en quelque sorte une extension du théorème 1. On va le 
démontrer d'une manière analogue. En utilisant la compacité du rectangle, 
on peut en faire un quadrillage en subdivisant l'intervalle de variation 
de 1 par des points t i et l'intervalle de variation de u par des points Ujo 

de façon que, quels que soient i et j, le petit rectangle, produit des seg­
ments [tlt EI+ 1] et [uj) Uj+ 1], soit appliqué par 8 dans un disque ouvert UI, J 

dans lequel existe une primitive Fi,} de (1). 

Fixonsj; comme l'intersection Ui,i n Ui+I,J n'est pas vide (et est connexe), 
on peut ajouter à chaque FI,} (j fixe, i variable) une constante de manière 
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que FI,J et FI+1,J coïncident dans VI,} n VI+1,J; on obtient alors, pour 
UE [Ui> UJ+I], une fonctionjj(t, u) telle que, pour tout i, on ait 

jj(t, u) = FI,lS(t, u)) lorsque 

Ainsijj(t, u) est continue dans le rectangle 

a ~ t ~ b, 

et c'est une primitive de II) suivant l'application Oi> restriction de a au 
rectangle précédent. Chaque fonction jj est définie à une constante addi­
tive près; on peut alors, par récurrence sur j, choisir c.es constantes addi­
tives de façon que les fonctionsjj(t, u) et jj+ 1 (t, u) soient égales lorsque 
u = uJ+ l' Soit maintenantf(t, u) la fonction définie dans le rectangle (6. 3) 
par la condition que, pour tout j, on ait 

f(t, u) =jj(t, u) lorsque 

C'est une fonction continue qui satisfait à la condition (P'), donc c'est 
bien une primitive de II) suivant l'application S. Le lemme est ainsi démontré. 

Démonstration du théorème 2. Soit S une application continue satisfaisant 
aux conditions (6.1). Soitfune primitive de II) suivant S. Il est évident 
que f est constante sur les côtés verticaux t = 0 et t = 1 du rectangle 
1 X I. On a donc 

f(o,o) =f(o, 1), 

et comme 

r II) =f(l, 0) - f(o, 0), J10 

le théorème 2 est démontré. 

f(l, 0) =f(l, 1), 

r II) =f(l, 1) - f(o, 1), 
J1• 

La démonstration du théorème 2 bis est tout à fait analogue; on utilise 
une application S satisfaisant à (6. 2). 

7. PRIMITIVES DANS UN OUVERT SIMPLEMENT CONNEXE 

Définition. On dit qu'un ouvert D est simplement connexe s'il est connexe et 
si en outre tout chemin fermé contenu dans D est homotope à Un point dans 
D. 

THÉORÈME 3. Toute forme différentiellefermée II) dans un ouvert simplement conne.;e 
D possède une primitive dans D. 

En effet, d'après le théorème 2 bis, on a ;; II) = 0 pour tout chemin fermé 't 
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contenu dans D, ce qui, en vertu de la proposition 2. l, entraîne que II) 

admet une primitive dans D. 
En particulier, dans tout ouvert simplt:ment connexe .tH' centenant pas 0, 
la forme fermée d;:;/;:; admet une primitivej autrement dit, log;:; admet 
une détermination dartS tout ouvert simPlement connexe ne conteTUlTlt pas O. 

Exemples d'ouverts simplement connexes. On dit qu'un ensemble E du plan est 
étoilé par rapport à l'un de ses points a si, quel que soit le point;:; e E, le 
seg!l1ent de droite joignant a à ;:; est contenu dans E. 
Tout ouvert D étoilé par rapport à l'un de ses points a est simplement connexe : 
en effet D est évidemment connexe; de plus, pour chaque nombre réel u 
compris entre 0 et l, l'homothétie de centre a et de rapport u transforme D 
en lui-même; lorsque u décroît de 1 à 0, cette homothétie définit une homo­
topie de n'importe quelle courbe fermée à un point. 
En particulier, tout ouvert convexe D est simPlement connexe. En effet, un 
ouvert convexe est étoilé par rapport à chacun de ses points. 

\ 

En revanche, le plan privé de l'origine n'est pas simplement connexe: 
par exemple, le cercle 1;:;1 = 1 n'est pas 'homotope à un point dans C-Iol 

puisque l'intégrale fdz de la forme fermée dz le long de ce cercle n'est 
;:; ;:; 

pas nulle (cf. la relation (4. 1»). 
A titre eJ,'exercice, le lecteur pourra démontrer l'équivalence des quatre 
propriétés suivantes (pour un ouvert connexe D) : 

a) D est simplement connexe; 

b) toute application continue du cercle I;:;! = 1 dans D se laisse prolonger 
en une application continue du disque 1;:;1 < 1 dans D; 

c) toute application continue du bord d'un carré dans D se laisse prolonger 
en une application continue du carré dans D; 

d) si deux chemins de D ont même extrémités, ils sont homotopes avec 
extrémités fixes. 

8. INDICE D'UN CHEMIN FERMÉ 

Définition. Soit '( un chemin fermé dans le plan C, et soit a un point de C 
n'appartenant pas à l'image de y. On appelle indice de y par rapport à a 
et on note I(y, a), la valeur de l'intégrale 

(8. 1) 

D'après la proposition 5. l, l'indice I(y, a) est un nombre entier. 
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En remontant aux définitions, on voit que pour calculer l'indice, on doit 
chercher une fonction continue f(t), définie pour 0 < t < l, à valeurs 
complexes, et telle que 

on a alors 
e/(l)= y(t) -a; 

PROPRIÉTÉS DE L'INDICE 

1) Le point a étant fixé, l'indice I(y, a) reste constant lorsque le chemin fermé y 
se déforme contin6ment sans passer par a. En effet, l'intégrale (8. 1) varie conti­
nûment, et sa valeur est à chaque instant un entier; donc elle reste constante. 

2) Le ckeminfermé y étant fixé, l'indice I(y, a) est unefonction localement constante 
de a lorsque a varie dans le complémentaire de l'image de y. Même démonstration 
que pour 1). Il s'ensuit que I(y, a) est une fonction de a qui est constante 
dans chaque composante connexe du complémentaire de l'image de y. 

3) Si l'image de y est contenue dans un ouvert simplement connexe D ne contenant pas 
le point a, l'indice I(y, a) est nul. En effet, le chemin fermé y peut se déformer 
en un point en restant contenu dans D, donc sans jamais passer par a; et 
il suffit d'appliquer 1). 

4) si y est un cercle parcouru dans le sens direct, l'indice I(y, a) est égal à 0 si a 
est extérieur au cercle, et est égal à 1 si a est intérieur au cercle. 
Le cas où a est extérieur au cercle est justiciable de 3) ; lorsque a est intérieur 
au cercle, il suffit d'examiner le cas où a est le centre du cercle, en vertu de 
2); et alors on applique la relation (4. 1). 

PROPOSITION 8. 1. Soit f une application continue du disque fermé x· + y. < r· 
dans le plan R Il; soit y la restriction de f au cercle x· + yI = rI. Si un point a 
du plan n'appartient pas à l'image de y et si l'indice 1 ( y, a) est of: 0, aiors f prend 
au moins une fois la valeur a dans le disque ouvert x· + y. < r·. 

En effet, raisonnons par l'absurde, en supposant que f ne prenne pas la 
valeur a. La restriction de f aux cercles concentriques de centre 0 définit 
une déformation continue du chemin fermé y en un point. Par conséquent 

l'intégrale 1~ est nulle, contrairement à l'hypothèse. 
TZ- a 

Définition. Soient YI ët YI deux chemins fermés ne passant pas par l'origine o. 
On appelle produit de ces deux chemins le chemin fermé défini par l'appli­
cation 
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où le point désigne la multiplication des nombres complexes ï 1 (t) et 
Ys(t)· 

PROPOSITION 8. 2. L'indice, par rapport à l'origine, du produit de deux chemins 
fermés ne passant pas par 0, est égal à la somme des indices de chacun de ces deux 
chemins fermés. Autrement dit : 

En effet, soientfl(t) et1.(t) deux fonctions continues à valeurs complexes 
telles que 

Soit y(t) = Yl(t) .Ys(t) le produit des deux courbes fermées; la fonction 
f(t) = fl(t) + 1.(t) satisfait à 

et l'on a 

ce qui démontre la proposition. 

PROPOSITION 8. 3. Soient y et YI deux chemins fermés dans le plan C. Si Y ne 
prend jamais la valeur 0 et si l'on a toujours 1 Y 1 (t ) 1 < 1 Y (t) l, alors ['application 
t _ y(t) + Yl(t) ne prend jamais la valeur 0, et l'on a 

I(y + YI' 0) = I(y, 0). 

En effet, on peut écrire 

y(t) + Yl(t) = y(t) • (1 + ;wn; 
le chemin fermé t - 1 + ~(~ti a un indice nul par rapport à l'origine, 

puisqu'il est contenu dans le disque ouvert de centre 1 et de rayon 1. Ainsi 

le chemin fermé Y + YI est le produit des chemins fermés Y et 1 + lI, ., 
et en appliquant la proposition 8. 2, on obtient la proposition 8. 3. ' 

9. COMPLÉMENTS: BORD ORIENTÉ D'UN COMPACT 

LEMME. Si un chemin Y est cQ.nti~ment différentiable et si la dérivée y' est partout 
=1= 0, alors, au voisinage de chaque valeur du paramètre t, l'application t _ Y (t) est 
injective et son image partage (localement) le plan en dewc régions. 
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La signification exacte de cet énoncé va être précisée dans la démonstration 
qui suit. Soit t -+ y(t) une application continûment différentiable d'un 
segment [a, b] dans le plan R2; supposons que la dérivée y'(t) soit =F 0 

pour toute valeur de t. Les coordonnées x, y du point y(t) sont donc des 
fonctions continûment dérivables Y1(t), 12(t), et leurs dérivées y;(t), y~(t) 
ne s'annulent pas simultanément. Le théorème des fonctions implicites 
montre alors que si to est un point intérieur à l'intervalle (c'est-à-dire 
a < to < b), et si on nùte Xo = Y1(tO) , Yo = "'(2(tO)' il existe une application 
con!inûment différentiable (t, u) -+ 8(t, u) d'un voisinage ouvert U du 
point (to, 0) sur un voisinage ouvert V du point (xo, Yo), qui satisfait aux 
conditions suivantes : 

(i) o(t, 0) = y(t); 

(ii) a est un homéomorphisme de U sur V, dont le jacobien est> 0 

en tout point de U (donc G conserve 1'« orientation »). 

Ainsi, par l'homéomorphisme réciproque de G, V s'applique homéomor­
phiquement sur U, les points du chemin y venant sur les points de la droite 

u 

v 
a b 

figure li 

u = o. Les points du complémentaire de y dans V se répartissent donc en 
deux ensemble~ ouverts V+ et V- : ceux pour lesquels u est> 0, et ceux 
pour lesquels u «:st < o. Si on a pris pour U un disque ouvert de centre 
(to' 0), les ouverts V+ et V- sont connexes. Ainsi le chemin y partage 
l'ouvert V en deux composantes connexes, ce qui justifie l'énoncé du lemme. 

Définition. Soit K un compact du plan C, et soit r = (ri)iEI un ensemble 
fini de chemins fermés rh dont chacun est différentiable par morceaux. On 
dit que r est le bord orienté du compact K si les conditions suivantes sont 
satisfaites : 

(BO 1) dans chaque application t -+ r/(t) les images de deux points 
distincts sont distinctes, exception faite de l'image de l'origine et de l'extré-



66 

II. Fonctions holomorphes, intégrale de Cauchy 

mité du segment de définition. De plus les images des divers l', sont deux 
à deux disjointes et leur réunion constitue la frontière de K; 

(BO 2) si"( est un arc différentiable de l'un quelconque des l'" la dérivée 
"('(t) est partout # 0; de plus, si to est intérieur à l'intervalle de définition 
de "(, et si l'ouvert V du lemme précédent a été choisi assez petit, alors 
V- ne rencontre pas K tandis que V+ est contenu dans l'intérieur de K. 

D'une manière imaginée, la condition (BO 2) s'exprime en disant que 
lorsqu'on parcourt y dans le sens des t croissants, on a constamment à sa 
gauche les points de l'intérieur de K, tandis qu'à sa droite on a des points 
qui sont dans le corilplémentaire de K. 

ExemPle. Prenons pour K un rectangle (fermé) dont les côtés sont parallèles 
aux axes; alors le périmètre de ce rectangle, tel qu'il a été défini à la fin 
du nO l, est bien le bord orienté de K. 

Nous admettrons sans démonstration que la formule de Green-Riemann 
s'applique au bord· orienté l' d'un compact K. D'une façon précise, si 
II) = P dx + Q dy est une forme différentielle à coefficients continûment 
différentiables dans un ouvert contenant le compact K, on a l'égalité 

(g. 1) 

(la notation Ir désigne ~ j;/ si l' se compose de chemins fermés r} 
En particulier, si la forme II) est fermée dans D, on a la relation 

(g.2) 

chaque fois que r est le bord orienté d'un compalt contenu dans D. 

2. Fonctions holomorphes; théorèmes fondamentaux 

1. RAPPEL SUR LES FONCTIONS DIFFÉRENTIABLES 

Soit D un ouvert du plan RI, et soitf(x,y) une fon('tion définie dans D et 
à valeurs réelles ou complexes. On dit que f est dijférentiable au point 
(xo, Yo) e D, s'il existe une fonction linéaire ah + bk des variables réelles 
h et k, telle que l'on ait la relation 

(1.1) f(xo + h, Yo + k) -f(xo,yo) = ah + bk + a.yhl + kl, 

chaque fois que h et k lIont assez petits; Œ désigne un scalaire (réel ou 
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complexe), fonction de h et k, dont la valeur absolue tend vers 0 lorsque 

Vh2 + k2 tend vers o. Si f est différentiable au point (xo, yo), les cons­
tantes (réelles ou complexes) a et b sont déterminées de manière unique, 
~t sont égales aux dérivées partielles 

Rappelons que l'existence des dérivées partielles de f au point (xo, yo) 
n'est pas suffisante pour que la fonction soit différentiable en ce point; 
mais sifpossède en tout point suffisamment voisin de (xo,yo) des dérivées 
partielles, et si ces dérivées partielles sont continues au point (xo, Yo)' 
alorsf est différentiable en ce point. Une fonction qui admet des dérivées 
partielles continues dans un ouvert D est dite continûment différentiable 
dans D. 

2. CONDITION D'HOLOMORPHIE 

Soit D un ouvert du plan complexe C, et soitfune fon,ction de la variable 
complexe z = x + V> définie dans D. 

Définition. On dit que f(.<:.) est holomorphe au point '<:'0 e D si 

Hm 1('<:'0 + u) - f(.<:.o) existe 
u .... o u 
u;éO 

(u désigne un nombre complexe variable). Il revient au même de dire 
que f possède au point '<:'0 une dérivle par rapport à la variable complexe. 
On dit que f est holomorphe dans l'ouvert D si elle est holomorphe en 
chaque point de D. 

La condition (2.1) peut aussi s'écrire 

f(.<:.o + u) - f(.<:.o) = cu + IX(U) lui, 

où IX(U) tend vers 0 lorsque u tend vers 0; e est la dérivéef'(.<:.o)' Puisque 
.<:. = x + V>, la relation (2. 2) s'écrit aussi 

(2.3) f(xo + h,yo + k) -f(xo,yo) = c(h + ik) + x(h, k) V'h2 + k2• 

Ceci montre que j, considérée comme fonction des deux variables réelles 
x et y, est différentiable, et que 

a = e, b = ie, 
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a et b désignant les constantes de la relation (1. 1). On a donc ?If == c, 
?Ix 

"ôf = ic d'O'Ù "ôy , 

fl1 + /d = o. 
i'Jx i'Jy 

Réciproquement, soit f une fonction différentiable des variables réelles x 
et y satisfaisant à (2. 4). Alors la relation (1. 1) entraîne (2. 3), avec c = a, 
ic = b. Donc J est holomorphe au point Zo = xo + ryo. Nous avons donc 
démontré la proposition suivante : 

PROPOSITION 2. 1. Pour que f soit holomorphe en un point, il faut et il suffit que J, 
considérle comme fonction. des deux variables réelles x et y, soit différentiable en ce 
point et que l'on ait la relation (2. 4) entre les dérivées partielles de f en ce point. 

Explicitons (2.4). Lorsqu'on écritf = P + iQ, les fonctions Pet Q étant 
réelles, on obtient les conditions de Cauchy 

"ôP _"ôQ ---, 
"ÔX "ôy 

3. INTRODUCTION DES VARIABLES Z ET z 
Soit f une fonction (à valeurs réelles ou complexes) différentiable des 
variables réelles x et y. 
Considérons la différentielle 

df = "ôf dx + "ô!.d.y. 
"ôx "ôy 

Les fonctions particulières Z = x + ry et Z = x - ry admettent les diffé­
rentielles 

tk = dx + idy, dz = dx-idy; 

on a donc inversement 

dx = .!... (tk + dz), 
2 

dy = ~ (tk - dz). 
2Z 

En portant ceci dans (3. 1) on obtient la relation 

df=.!... ("ôf - i~i) tk + ~(~ + i~1) dz. 
2 \"ôx"ôy 2"ôX"ôY 

Ceci conduit à introduire les symboles 
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Avec ces notations, on obtient la relation 

La condition (2.4) qui exprime quefest une fonction holomorphe de la 
variable complexe z s'écrit alors 

(3. 6) U=o. bz 

Autrement dit, pour que f soit holomorphe il faut et il suffit que, dans 
l'expression (3. 5) de la différentielle r:lf, le coefficient de dz soit nul. Ou 
encore : df doit être proportionnelle à dz; le coefficient de proportionnalité 
est alors simplement la dérivée f' (z). 
Comme application, démontrons le résultat suivant : Soit f une fonction 
holomorphe dans un ouvert connexe D; si la partie réelle de f est constante, f est 
constante. 
En effet, la partie réelle Re (f) n'est autre que ~ (f + 1); par hypothèse 
on a, dans D, d(f + J) = 0, ce qui s'écrit 2 

Mais puisque f est holomorphe, on a ~{ = 0; par passage à l'imaginaire 

. é ~ Ai· conJugu , on a = o. nsl, on a : 
è)z 

Or une expression a dz + b dz ne peut être identiquement nulle que si les 

coefficients a et b sont nuls, ce qui donne ~f = 0, ~ = o. Ainsi df = 0, et 
f est constante dans D. Z Z 

De là on déduit que si f est holomorPhe et =1= ° dans un ouvert connexe D, et 
si log Ifl est constant, ou si arg f est constant, alors f est constante. 

En effet, considérons la fonction : 

g(z) = logf(z) = log If(z) 1 + i argf(z). 

Plaçons-nous au voisinage d'un point Zo où nous choisissons une déter­
mination de l'argument; g est holomorphe et sa partie réelle (ou sa partie 
imaginaire) est constante. Donc g est constante au voisinage de ZOo Ainsi 
f = e~ est localement constante dans D, et par suite est constante puisque 
D est connexe. 
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4. THÉORÈME DE CAUCHY 

THÉORÈME 1. Si f(z) est holomorphe dans un ouvert D du plan complexe, la forme 
différentielle f(z) dz est fermée dans D. 

En raison de l'importance de ce théorème, nous allons en donner deux 
démonstrations : 

Première démonstration. Cette démonstration suppose une hypothèse supplé-
. 0 1 d" , . Il ?Ji ?Ji . mentalre. n va supposer que es envees partie es - et - sont contmues 

?Ix (ly 
dans D. (En réalité, il résultera de la deuxième démonstration que cette 
hypothèse est automatiquement vérifiée dès que f est holomorphe.) Pour 
vérifier que la forme différentielle f(z) dz = f(z) dx + if(z) dy est fermée, 
il suffit, d'après la formule de Green-Riemann (§ 1, formule (3. 1)) de 
vérifier que l'on a 

(If =i(lf. 
(lY (Ix 

Or c'est précisément la condition (2. 4) qui exprime quefest holomorphe, 
et la démonstration est achevée. 

Deuxième démonstration. Cette démonstration, contrairement à la première, 
ne nécessite aucune hypothèse supplémentaire, mais elle exige un raison­
nement plus subtil. Pour montrer quef(z) dz est fermée, nous devons prouver 

que l'intégrale lf(z) dz est nulle le long du bord y de n'importe quel rec­

tangle R contenu dans D (y compris son intérieur). Pour cela posons a 
Priori : 

ff(z) dz = oc(R). 

Partageons le rectangle R en quatre rectangles égaux, en subdivisant 
chacun de ses côtés en deux parties égales. Soient YI les bords (orientés) 

ft - -- -
H 

Figure 3 

des quatre rectangles partiels (i = l, 2, 3, 4). On vérifie facilement 
(cf. fig. 3) que 
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Donc parmi ces quatre rectangles il y en a au moins un tel que 

IIX(R1) 1 :> 2-1 1X(R) 1. Appelons R(l) ce rectangle. Partageons à nOuveau le 
4 

rectangle R(l) en quatre rectangles égaux; l'un au moins d'entre eux, soit 
R(2), satisfera à la condition 

On peut recommencer indéfiniment cette opération. On obtiendra aInsI 
une suite de rectangles emboîtés; le k-ième R(k) aura ses côtés 2 k fois plus 
petits que ceux du rectangle R, et son aire sera donc 4 k fois plus petite 
que celle du rectangle R. Si ,(R(k») désigne le bord orienté du rectangle 
R(k), On a 

I r f(z) dzl:>~ IIX(R)I· )TCR(k») 4 

ll'après le critère de convergence de Cauchy, il existe un point Zo et un 
seul commun à tous les rectangles R(k). Évidemment Zo E D. Donc f(z) est 
holomo"phe au point zo, et par suite : 

avec 
Iim !(z) = o. 
:~:o 

On en déduit 

Dans le second membre de (4. 3), les deux premières intégrales SOnt nulles 
et la troisième est négligeable devant l'aire du rectangle R(k) lorsque k 

augmente indéfiniment; elle est donc négligeable devant~. En comparant 
4 

avec (4. 2), on voit qu'on a nécessairement IX(R) = 0; par suite, d'après 

la définition même de IX(R), on a 1f(z) dz = o. Ceci achève la démons-
tration. 1 

COROLLAIRE. J. Unefonctionf(z) holomorphe dans D admet localement une primitive 
qui est holomorphe. 

Cette assertion exprime que tout point de D possède un voisinage ouvert 
dans lequel f admet une primitive holomorphe. L'existence locale d'une 
primitive résulte de la définition d'une forme fermée; et la primitive locale 
est bien holomorphe, puisqu'elle a pour dérivée f. 
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COROLLAIRE. 2. Sif(;:,) est holomorphe dans D, on a 1 f(;:,) tk = 0 pour tout chemin, 
fermé y de D qui est homotope à un point dans D. y 

Cela résulte du théorème 1 ci-dessus, et du théorème 2 bis du § 1, nO 6. 

Généralisation. On va étendre la condition de validité du théorème 1. 

THÉORÈME 1 bis. Soit f(;:,) une fonction continue dans un ouvert D, et holomorpht 
en tout point de D sauf peut-être aux points d'une droite à parallèle à l'axe réel. 
Alors la forme f(;:,) tk est fermée. En particulier, si f est holomorphe en tout point 
de D sauf peut-être en des points isolés, la forme f(;:,) tk est fermée. 

Démonstration. On doit prouver que l'intégrale 1f(;:') tk est nulle pour le 

bord y de tout rectangle contenu dans D. Or ceci 'est évident si le rectangle 
ne rencontre pas la droite à. Supposons que le rectangle ait un côté porté 
par à, et soient u, u + a, u + ib, u + a + ib les quatre sommets du rec­
tangle, u et u + a étant sur à; a et b sont réels, et on supposera par exemple 
b > o. Soit R( e) le rectangle ayant pour sommets 

u + ie, u + a + ie, u + ib, u + a + ib, 

e étant un nombre> 0 très petit; l'intégrale f f(;:,) tk étendue au bord 

de R(!) est nulle; or, lorsque e tend vers 0, cette intégrale tend vers l'inté­

grale étendue au bord y du rectangle. R. Donc 1 f(;:,) d;:, = o. Enfin, si 

la droite à rencontre le rectangle R sans porter l'un de ses côtés horizon­

taux, la droite à partage R en deux rectangles R' et Rif, l'intégrale f f(;:,) tk 

étendue au bord de chacun des rectangles R' et R" est nulle, d'après ce 

qui précède; or la somme de ces intégrales est égale à l'intégrale f f(;:,) tk 
étendue au bord de R. Ceci achève la démonstration. 

5. FORMULE INTÉGRALE DE CAUCHY 

THÉORÈME 2. Soit June fonction holomorphe dans un ouvert D. Soit a e D, et soit 
y un chemin fermé de D, ne passant pas par a et homotope à un point dans D. On 
a alors 

(5. 1) 
1 1f (;:,) rk -. -- = I(y, a)f(a), 

2'1t1 1 ;:, - a 

ou 1 ( r, a) désigne l'indice du chemin fermé i par rapport au point a (cf. § l, nO 8). 
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Démonstration. Soit g(~) la fonction définie dans D par 

1 9(~) = f(~) - f(a) 
~-a 

g(~) =f'(a) 

pour ~ =F a, 

pour ~ = a; 

la fonction g est continue, en raison de la définition de la dérivée. Elle est 
holomorphe en tout point de D autre que le point a. D'après le théo­
rème 1 bis, on a 

Or 
1 

27ti 

lf(~) - f(a) tk = o. 
T ~-a . 

l
f (a) tk = I(y, a)f(a), 

~ ~-a 

d'après la définition de l'indice. Ceci établit la relation (5. 1). 

ExemPle. Soitfune fonction holomorphe dans le voisinage d'un disque fermé, 
et soit y le bord du disque parcouru dans le sens direct. On a 

11(~) tk = S 2'1tif(a) si a est intérieur au disque, 
T ~ - a ? 0 si a est extérieur au disque. 

6. DÉVELOPPEMENT DE TAYLOR D'UNE FONCTION HOLOMORPHE 

THÉORÈME 3. Soitf(~) unefonction Iwlomorphe dans un disque ouvert I~I < p; 
alors f est développable en série entière dans ce disque. 

Cela veut dire qu'il existe une série entière S(X) = ~ anXn dont le rayon 
'I~O ' 

de convergence est;;;" p et dont b. somme S(~) est égale à f(~) pour I~I < p. 

Démonstration. Soit r < p. On va trouver une série entière qui converge 
normalement vers f(~) pour I~I <: r. Cette série sera indépendante de r, 
en vertu de l'unicité du développement en série entière d'une fonction 
au voisinage de o. Le théorème en résultera donc. 
Choisissons un ro tel que r < ro < p. On va appliquer la formule intégrale 
du théorème 2, en ,prenant pour y le cercle de centre 0 et de rayon TO 

parcouru dans le sens direct : 

f(~) = ~lf(t) dt 
27t1 T t - ~ 

pour I~I <: T. 

La fonction _1 - qui figure sous le signe d'intégration peut être développée 
t-~ 

en série, compte tenu du fait que I~I < 1 t 1. D'une façon précise on a 

73 



74 

II. Fonctions holomorphes, intégrale de Cauchy 

par suite 

La série converge normalement pour Izl -< r et Itl = ro. On peut donc 
l'intégrer terme à terme, et on obtient une série normalement convergente 
pour Izl -< r: 

où les coefficients an sont donnés par les intégrales 

(6. I) _ I j" f (t)dt 
an - -. n+l . 

2'1tl • III = ru t 

Le théorème 3 est ainsi démontré. 

Commentaire. Le théorème 3 montre que toute fonction holomorphe dans 
un ouvert D est analytiq~e dans D. Réciproquement toute fonction analy­
tique dans D est holomorphe dans D, puisqu'on sait qu'une fonction 
analytique admet une dérivée. Ainsi, pour les fonctions d'une variable 
complexe, il y a équivalence entre holomorphie et analyticité. Si on applique 
aux fonctions holomorphes les résultats connus pour les fonctions analy­
tiques, on voit qu'une fonction holomorphe est indéfiniment dérivable, et en 
particulier continûment dérivable, et que la dérivée d'une fonction holo­
morphe est holomorphe. 

7. THÉORÈME DE MORERA 

THÉORÈME 4 (réciproque du théorème 1). Soit f(z) une fonction continue 
dans un ouvert D. Si la forme différentiellef(z) dz estfermie, alors lafonctionf(z) 
est holomorphe dans D. 

En effet, f admet localement une primitive g. Cette primitive est holo­
morphe, et f = g' est la dérivée d'une fonction holomorphe, donc est elle­
même holomorph~ d'après ce qui précède. 

COROLLAIRE. Si fez) est continue dans D et holomorphe en tous les points de D sauf 
peut-être aux points d'une droite A, f est holomorphe en tout point de D sans exception. 

En effet, on peut supposer A parallèle à l'axe réel, en effectuant-au besoin 
une rotation. D'après le théorème 1 bis, la formef(z) dz est fermée. Donc, 
d'après le théorème 4, f est holomorphe en tout point de D. 
On voit que le théorème 1 bis n'était qu'une généralisation illusoire du 
théorème 1. Mais nous avons eu besoin de l'établir, pour des raisons 
techniques de démonstration. 
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8. VARIANTE POUR LA FORMULE INTÉGRALE DE CAUCHY 

THÉORÈME 5. Soit r le bord orienté d'un compact K contenu dans un ouvert D 
et soit f(z) une fonction holomorphe dans D. Alors 

J/(z) dz = 0; 

si de plus a est Ïtztmeur à K on a 

(8. 1) r f(z) ~= 2'1tif(a) .. 
Jr z-a 

Démonstration. La première assertion résulte de la relation (g. 1) du § 1. 
Pour démontrer la deuxième assertion, considérons un petit disque 

ouvert S de centre a et dont l'adhérence est intérieure à K. Le bord orienté 
du compact K - S se compose de r et du cercle-frontière de S parcouru 
dans le sens indirect. Nous dirons que ce bord orienté est la différence de r 
et du cercle-frontière y de S llircouru dans le sens direct. En appliqua~.t 

à K - S et à la fonction zL. qui est holomorphe dans D - \ a \, la 
z-a . 

première partie du théorème 5, on obtient 

r f(z) fk = 1f (z) dz • 
Jr z-a T z-a 

ce qui, compte tenu du théorème 2, donne la relation (8. 1). 

g. PRINCIPE DE SYMÉTRIE DE SCHWARZ 

On a vu (corollaire du théorème 4) que sif(z) est continue dans t.m ouvert D 
et holomorphe en tout point de D sauf peut-ê-[re aux points de l'~e réel,f 
est holomorphe en tout point de D san~ exception. 
Considérons alors un ouvert non vide D, connexe, .rymétrique par rapport 
à l'axe réel; soit D' l'intersection de D avec le demi-plan fermé y;> 0, et 
soit D" l'intersection de D avec le demi-plan y « o. Supposons donnée une 
fonction f(z) continue dans D', à valeurs réelles aux points de l'axe réel, 
et holomorphe aux points de D'où y > o. On va montrer qu'il existe dans 
D une fonction holomorphe qui prolo:tge f; une telle fonction est unique, en vertu 
du principe du prolongement analytique (cf. chap. l, § 4, nO 3). 
Considérons dans D" la fOIl.;tion g(z) définie par la relation 

g(z) =f(z). 

Cette fonction est continue dans D", et on vérifie aussitÔt qu'elle est holo­
morphe en tout point de Dn, non situé sur l'axe réel. La fonction h(z) égale à 
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f(z) dans D' et à g(z) dans DR est continue dans D et holomorphe en tout 
point de D non situé sur l'axe réel. Elle est donc holomorphe en tout point 
de D sans exception. 
On observera que la fonction h prend des valeurs imaginaires conjuguées 
(c'est-à-dire symétriques par rapport à l'axe réel) en deux points de D symé­
trique à l'axe réel. C'est pourquoi l'on donne à la construction précédente 
le nom de « principe de symétrie ». 

Exercices 

1. a) Soit y un chemin différentiable par morceaux, et soit r son image 
par l'application z ~ ~ (symétrie par rapport à l'axe réel). Montrer 
que, sif (z) est une fonction continue sur y, la fonction z ~ f (~) est continue 
sur y, et on a 

Ir f(z) dz = hf(~) dt. 

b) ER particulièr, si y est le cercle unité, parcouru dans le sens direct, on a 

2. Soit r un chemin continu (non nécessairement différentiable par 
morceaux). Montrer que l'on a 

l aw = alw, 
01 T 

si Wu w., 00 sont des formes fermées, a e Co (Pour la définition du symbole 

j~' 00, voir Remarque, § 1, nO 5.) 
3. Soit y un chemin différentiable par morceaux, dont l'image soit contenue 
dans un ouvert D, et soit cp(.e) une fonction holomorphe dans D, à valeurs 
dans un ouvert à (dans le plan de la variable complexe w). Montrer que 
r = cp 0 y est un chemin différentiable par morceaux, et que, pour toute 
fonction continue f(w), on a 



Exercice!.' 

Cette formule reste-t-elle vraie même dans le cas où y n'est plus néces­
sairement différentiable? 

4. Soient y le chemin (différentiable): t - y(t) = Tei', 0 -< t -< 2'1t, 
et Yn le chemin: t _ Yn(t) = (1 - l/n)Tei', t variant dans le même inter­
valle. Montrer que si f (.~) est continue dans le disque fermé Izl -< T, 

on a 

5. Montrer que, si f (z) est continue dans le disque fermé Izi -< T, holo­
~orphe dans le disque ouvert Izi < T, on a 

f (z) = ~ r ru dt pour tout Izl < T, 
2'1tIJ111=rt -Z 

l'intégrale étant prise dans le sens direct. 

6. Trouver un chemin t _ y(t), t variant dans [0, 2'1t], ayant pour image 
l'ellipse xl/al + yl/bl = 1 dans le plan RI (a, b > 0). Calculer de deux 

façons différentes l'intégrale 1 tJ:!.., et déduire de là 
T Z 

7. Soit PII(t) = t" + an_1th - 1 + .,. + ao un polynôme de degré n;> l, 
à coefficients complexes, et soit YR l'image du cercle Itl = R par l'application 
t _ Z = Pn(t). Montrer que, si R est assez grand, YR ne passe pas par 
l'origine Z = 0, et que l'on a I(YR' 0) = n; en conclure que Pn(t) = 0 
a au moins une racine. (Montrer d'abord que, pour R assez grand, on a 
1t"1> lan_1tn--1 + ... + aol pour Itl;> R. Utiliser ensuite la proposition 8. 3 
du § 1, pour montrer que I(YR' 0) est égal à l'indice, par rapport à l'origine, 
de l'image du cercle Itl = R par l'application t _tn.) 

8. Soitf (z) = u(x, y) + iv(x, y) une fonction holomorphe dans un ouvert 
connexe D. Si on a 

au (x, y) + bv(x, y) = c dans D, 

a, b et c étant constantes réelles non toutes nulles, alors f(z) est constante 
dans D. 

9. Soit D un ouvert convexe dans le plan, et soit f (z) une fonction holo­
morphe dans D. Montrer que, pour tout couple de points a, b e D, on 
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peut trouver deux points c et d sur le segment joignant a et b, tels que l'on 
ait 

f(a) - f(b) = (a - b) (Re(f'(c)) + i Im(f'(d))). 

(Considérer la fonction d'une variable réelle t définie par 

F(t) =f(b + (a - b)t)/(a - b), 

et appliquer le théorème des accroissements finis aux parties réelle et imagi­
naire de F(t).) 

10. Soit D un ouvert connexe, symétrique par rapport à l'axe réel, ayant 
une intersection non vide 1 avec ce dernier. Toute fonction f (z) holo­
morphe dans D peut se mettre, d'une façon et d'une seule, sous la forme : 

f (z) = g(z) + ih(z) pour tout zeD, 

où g et h sont deux fonctions holomorphes dans D, réelles sur 1. Montrer 
qu'on a alors 

g(z) = g(z), h(z) = h(z) et f(z) = g(z) - ih(z), pour tout ze D. 

1 I. Soient f et g deux fonctions holomorphes dans un ouvert connexe D 
dans le plan, partout non nulles dans D; s'il existe une suite (an) de points 
de D, telle que 

lim an = a, aeD, an #- a pour tout n, 

et que l'on ait 

f' (an) = g' (an) pour tout n, 
f(an) g(an) 

montrer qu'il existe alors une constante c telle que f (z) = cg(z) dans D. 

12. Soit cp(z) une fonction continue sur le bord orienté r d'un compact K. 
Soit D l'ouvert complémentaire de r dans C, et posons, pour zeD, 

f(z) = r ~d~. 
)r~-z 

(i) Si on pose p = inf I~ - al, pour a e D, montrer que ~, pour ~ e r 
çer .. -z 

et Iz - al < r, avec 0 < r < p, peut se développer en série entière nor­
malement convergente suivant les puissances de (z - a); en déduire que 
f (z) est analytique au voisinage de chaque a e D. (Cf. la démonstration du 
théorème 3, § 2.) 
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(ii) Montrer que l'on a 

f<n>(a) = n! r If' (~) d~, 
Jr(~ -a)n+l 

pour tout entier n;> l, aeD. (Cf. chapitre III, § 1). 

13. Soitf(z) holomorphe dans Izl < p;1 montrer que, si 0 < r < p, on a 

lim f(z + h) - f(z) =f'(z) 
h~O h 

O<lhl<p-r 

uniformément pour 1 Z 1 < r. ( Écrire en u tilisan t 1 2 k 

f(z + h) - f(z) _ f'(z) = ~1 f(t) dt , 
h 27ti Itl=r·(t-z-h)(t-z)2 

où r' = (p + r)/2, Ihl < (r' - r)/2 = (p - r)/4 (par exemple), et en 
déduire que, si M = SUpttl=r·lf(t)l, on a 

14. Si deux courbes fermées de C - {o} ont même indice par rapport à 0, 
elles sont homotopes dans C - {o}. 
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Développements de Taylor et de Laurent. 
Points singuliers et résidus 
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1. Inégalités de Cauchy; théorème de Liouville 

1. EXPRESSION INTÉGRALE DES COEFFICIENTS DE TAYLOR 

On a vu (chapitre II, § 2, nO 6, théorème 3) que sif({,) est holomorphe 
dans un disque ouvert D centré à l'origine, f({,) est la somme d'une série 

entière ~ an{,n qui converge dans D. 
Il~O 

Les coefficients an de cette série entière sont donnés par la relation: 

A~trement dit, les a" sont les coefficients du développement de Taylor 
def({,) à l'origine. Cette série entière porte le nom de série de Taylor de 
f({,). On se propose maintenant d'exprimer les coefficients an par des 
intégrales portant sur la fonction J. 
Posons {, = rei', pour 0 < r < p, p désignant le rayon du disque D. On a 

f(rei9 ) = ~ anr"ein ? 
n;;::'O 

Si on fixe r, 0 étant variable,f(rei&) est une fonction périodique de 6, et la 
relation précédente donne le développement de Fourier de cette fonction. 
On observera que dans ce développement ne figurent que les elna relatifS 
à des entiers n ). o. Or on sait que les coefficients du développement de 
Fourier d'une fonction continue de période 2'1t s'expriment par des inté­
grales portant sur la fonction. Dans le cas présent la série (1. 1) converge 
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normalement quand a varie, r étant fixé; on peut donc l'intégrer terme à 
terme et l'on obtient 

dans le second membre, toutes les intégrales sont nulles sauf celle qui 
correspond à p = n, et l'on obtient la formule fondamentale 

anrn = - e- ill Oj(rei6 ) da, 112,. 

2"11: 0 

que l'on aurait aussi pu déduire de la relation (6. 1) du chapitre II, § 2. 
Cette expression intégrale fournit une majoration du coefficient an : soit 
M(r) la borne supérieure de If(reiG ) 1 lorsque a varie, c'est-à-dire la borne 
supérieure des valeurs defsur la circonférence de rayon r. La valeur absolue 
du second meJI1bre de (I. 2) est majorée par M(r), et la relation (I. 2) donne 
donc l'inégalité fondamentale 

(1. 3) n entier;> o. 

Ces inégalités sont connues sous le nom d'inégalités de Cauchy. 

2. THÉORÈME DE LIOUVIO..E 

THÉORÈME. Une fonction f (z) holomorphe dans tout le plan et bornée est constante. 

Démonstration. On applique l'inégalité (1. 3) à n'importe quel entier n ;> 1. 
La quantité M(r) est, par hypothèse, majorée par un nombre M indépen­
dant de r. On a donc 

si grand que soit r. Comme le second membre de cette inégalité tend vers 0 

quand r tend vers l'infini (n étant;> 1), on voit que an = 0 pour n ;> 1; 
-ainsi f(z) = ao est constante. 

Application: théorème de d'Alembert. On va montrer que tout polynôme à 
coefficients complexes et non constant possède au moins une racine complexe. 
Soit P(z) un tel polynôme; raisonnons par l'absurde, en supposant que 

P(z) oF 0 pour tout Z complexe. Alors la fonction P(z) est holomorphe 
dans tout le plan. Elle est bornée; en effet 

P(z) = anzn + an_tZn- t + ... + ao = zn( an + an;1 + ... + ~). an '* 0, 
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tend vers l'infini quand 1.e:1 tend vers l'infini, donc il existe un disque compact 

en dehors duquel 1 P(.e:) 1 est borné; d'autre part 1 P(.e:) 1 est borné sur ce 

disque compact puisque c'est une fonction continue. Ainsi, P(.e:) est bornée 

dans tout le plan, donc constante d'après le théorème de Liouville. Il 
s'ensuit que P(.e:) ellt une constante, contrairement à l'hypothèse. 

2. Propriété de :moyenne; principe du maximum 

1. PROPRIÉTÉ DE MOYENNE 

Appliquons la relation (1. 2) du § 1 dans le cas particulier où Il = o. 
On obtient 

1 12
'" ao = - f(re18) do, 

2'1t 0 

ou encore 

(1.2) 1 12
7-f(o) = - f(rei8) do. 

2'1t 0 

Cette relation exprime que la valeur de f au point 0 est égale à la valeur 
moyenne defsur le cercle de centre 0 et de rayon r. Il s'ensuit, plus géné­
ralement, que si S est un disque fermé contenu dans un ouvert D où f 
est holomorphe, la valeur defau centre du disque S est égale à la moyenne 
des valeurs de f sur le cercle-frontière de S (cette moyenne étant prise 
par rapport à l'arc du cercle). 
On dira qu'une fonctionJ, définie et continue dans un ouvert D, à valeurs 
réelles ou complexes, possède la propriété de moyenne si, pour tout disque 
compact S contenu dans D, la valeur de f au centre de S est égale à la 
valeur moyenne de f sur le cercle-frontière de S. Nous verrons plus tard 
que les fonctions qui possèdent la propriété de moyenne ne sont autres 
que les fonctions harmoniques. Dès maintenant, nous pouvons dire que t(JUle 

fonction holomorphe possède la propriété de moyenne. Il est clair que si une fonctfun 
à valeurs complexes possède la propriété de moyenne, il en est de même 
de sa partie réelle et de sa partie imaginaire. Donc la partie réelle et la , 
partie imaginaire d'une fonction holomorphe possèdent la propriété de 
moyenne. 

2. PRINCIPE DU MAXIMUM 

Ce principe va s'appliquer à toute fonction (à valeurs réelles ou complexes) 
qui possède la propriété de moyenne (c'est-à-dire, comme on le verra 
plus tard, aux fonctions harmoniques). 



§ 2. Propriété de moyenne; principe du maximum 

THÉORÈME 1 (principe du maximum). Soitfune fonction continue (à valeurs 
complexes) dans un ouvert D du plan C. Sif possède la propriété de moyenne, et si Ifl 
possède un maximum relatif en un point a e D (i. e. si If (z) 1 < If (a) 1 pour tout 
Z assez voisin de a), alors f est constante dans un voisinage de a. 

Démonstration. Si f(a) = 0, le théorème est évident. Supposons donc 
f(a) ':F 0; en multipliant au besoinfpar une constante complexe conve­
nable, on ~e ramène au cas oùf(a) est réel> 0, ce qu'on supposera désor­
mais. 
Soit, pour r :> 0 assez petit, 

M(r) = sup If (a + reit)!. 
e 

Pour r :> 0 assez petit, on a M(r) <:'f{a) par hypothèse. De plus, d'après 
la propriété de moyenne, on a 

(2. 1) f(a) =...!.... (2f(a + reie) de, 
2'/tJo 

d'où f (a) <:, M(r), et par suite f (a) = M(r). Il s'ensuit que la fonction 

g(z) = Re(f(a) - f(z» 

est :> 0 pour Iz - a! = r assez petit, et que g (z) = 0 si et seulement sj 
f (z) = f(a). D'après (2. 1), la valeur moyenne de g(z) sur le cercle 

Iz-al = r 

est nulle; comme g est continue :> 0, ceci· exige que g soit identiquement 
nulle sur ce cercle, et par suite on a f(z) =f(a) lorsque Iz - al = r 
assez petit. C.Q.F.D. 

COROLLAIRE. Soit D un ouvert borné et connexe du plan C. Soit f une fonction 
(à valeurs complexes) définie et continue dans l'adhérence TI et possédant dans D la 
propriété de moyenne; soit M la borne supérieure de 1 f (z) 1 quand z parcourt la 
frontière de D. Alors: 

(i) 
(ii) 

If(z)1 <:, M pour zeD; 
si If (a) 1 = M en un point a e Q,f est constante. 

Démonstration. Soit M' la borne supérieure de If (z) 1 pour z e D, borne qui 
est atteinte en un point au moins a du compact D (puisque If(z) 1 est conti­
nue). Si aeD,fest constante au voisinage de a, d'après le théorème 1; 
le théorème 1 montre même que l'ensemble des points de D où f prend 
la valeur f(a) est ouvert, et comme il est évidemment fermé et non vide, 
cet ensemble est D tout entier (puisque D est connexe); puisque f est 
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continue dans n, on a aussif(z) =f(a) pour zen, ce qui prouve ,que 
Mf = M et démontre les assertions (i) et (ii). Il reste à examiner le cas où 
If(a) 1 =1= Mf en tout point aeD; mais alors M = Mf (ce qui prouve (l»), 
et (ii) est trivialement vrai puisqu'on n'a If(a) 1 = M en aucun point a 
de D. 

Remarque. Le principe du maximum s'applique notamment dans le cas 
suivant : si une fonctionf est continue dans un disque fermé et holomorphe 
à l'intérieur du disque, la borne supérieure de Ifl sur le bord du disque 
majore Ifl à l'intérieur du disque. En particulier, dans les inégalités de 
Cauchy (1. 3), M(r) est non seulement la borne supérieure de If(z) 1 pour 
Izi = r, mais aussi pour Izi < r. 

3. Lemme de Schwarz 

THÉORÈME (lemme de Schwarz). Soit fez) une fonction holomorphe dans le 
disque Izi < I. Supposons 

f(o) = 0, If(z) 1 < 1 pour Izi < 1. 

Alors: 1° on a If(z) 1 < Izl pour Izl < 1; 
2° si, pour un Zo =1= 0, on a l'égalité If(zo) 1 = Izol, alors on a identiquement 

f(z) = ÀZ, 

Démonstration. Dans le développement de Taylor fez) = ~ aftzft, le coeffi­
ft~O 

cient ao est nul, puisquef(o) = o. Il s'ensuit quef(z)fz est holomorphe 
pour Izi < I. Puisque If(z) 1 < 1 par hypothèse on a 

pour Izl = r. 

Cette inégalité vaut aussi pour Izi < r en vertu du principe du maximum. 

Si on fixe Z dans le disque Izi < l, on a If(z) 1 < hl quel que soit r> Izi 
r 

et < I. A la limite on a donc If(z) 1 < Izl, ce qui établit l'assertion 1° de 
1'énoncé. Si on a If (zo) 1 = Izoi pour un Zo =1= 0, la fonction holomorphe 
f (z) fz atteint la borne supérieure dê son module en un point intérieur au 
disque Izi < 1; donc, d'après le principe du maximum, cette fonction est 
constante et l'on a donc identiquementf(z)fz = À, IÀI = I. Ceci achève 
la démonstration. 
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4. Développement de Laurent 

1. SÉRIES DE LAURENT 

On considère ici des séries entières formelles ~a.X·, où la sommation 

(formelle) porte sur tous les entiers n positifs, négatifs ou o. A une telle 

série associons les deux séries formelles (au sens ordinaire) ~ aRX· et 
n~O 

~ aRX-·. Soient Pl et IJp2 les rayons de convergence de ces deux séries . 
• <0 

Consi,férons les séries convergentes 

(I. 1) 

(I. 2) 

fl(~) = ~ aR~· 
n~O 

f2(~) = ~ a.~· 
n<O 

pour 

pour 

Montrons que f2(~) est une fonction holomorphe de ~. Posons ~ = IJU; la 
fonction 

est holomorphe pour lu! < IJp2' et sa dérivée est donnée par la formule 

Le théorème de dérivation d'une fonction composée montre que f2(~) 
admet une dérivée égale à 

f~(~) = -~gl(IJ~) = ~ na.~n-l. 
~2 .<0 

Ainsi la série (I. 2) est dérivable terme à terme pour I~I > P2' Supposons 
désormais que P2 < Pl' Alors la sommef(~) de la série 

(1·3) 

est holomorphe dans la couronne circulaire P2 < I~I < Pl' et sa dérivée 

l' (~) est la somme de la série ~ na.~n-l obtenue en dérivant terme à terme. 

La série ~ a.~· prend le nom de série de Laurent dans la couronne P2 < I~I < Pl' 
Dans tout ce qui précède on n'exclut pas le cas où P2 = 0, ni le cas où 

Pl = + 00. La convergence de la série (1. 3) est normale dans toute 
couronne '2 -< 1~1 -< ri quels que soient '1 et '2 tels que 

P2 < r2 <;: ri < Pl' 
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2., DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE DE LAURENT D'UNE FONCTION HOLOMORPHE 

DANS UNE COURONNE 

Définition. On dit qu'une fonction f(.e) , définie dans une couronne 

P. < loti < Pl> 

est développable en série de Laurent dans cette couronne, s'il existe une série 

de Laurent ~ an.en qui converge dans cette couronne et dont la somme 
n 

soit égale àf(.e) en tout point de la couronne. 
D'après le nO l, f(.e) est alors holomorphe dans la couronne etla convergence 
est normale dans toute couronne fermée r. < l.el < ri telle que 

P. < rB < ri < Pl; 

de plus on va montrer que la série de Laurent, si elle existe, est unique. 
En effet, posons .e = rele (Pa < r < Pl); en intégrant terme à terme, par 
rapport à 6, le développement normalement convergent 

f (re le) = ~ anrnei/l 2 
. -oo<n<,+oo 

on obtient, exactement comme au § 1 (no 1), la formule intégrale 

(2. 1) n entier;> 0 ou < o. 

On voit que la fonctionf étant donnée,les coefficients an du développement 
de Laurent def, si un tel développement existe, sont déterminés de manière 
unique par la relation (2. 1). On l'appelle le développement de Laurent def 

THÉORÈME. Toute fonction f (.e) holomorphe dans une couronne PI < l.el < Pl est 
développable en série de Laurent dans cette couronne. 

Démonstration. Donnons-nous deux nombres ri et rI tels que 

Pa < ra < ri < rI. 
On va montrer qu'il existe une série de Laurent qui converge normalement 
dans la couronne r. < l.el < ri et dont la somme est égale àf(.e) dans cette 
couronne. En vertu de l'unicité du développement de Laurent, qui résulte 
de la formule intégrale (2. 1), la série de Laurent ainsi obtenue ne dépendra 
pas du choix de ri et ra. Donc cette série de Laurent convergera versf(.e) 
dans toute la couronrte PB < l.el < Pl> ce qui démontrera le théorème. 

Les nombres ri et rI étant choisis, soient r~ et r~ deux nombres tels que 
Pa < r~ < r. < ri < r~ < Pl. Considérons la couronne compacte 

r~ < l.el < r;, 
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dont le bord orienté est la différence du cercle YI de centre 0 et de rayon '1 
parcouru dans le sens direct, et du cercle Y. de centre 0 et de rayon .; 
parcouru dans le sens direct. D'après la fonnule intégrale de Cauchy 
(Chapitre D, § 2, théorème 5), on a, pour '. < loti < 'u 

Considérons la première intégrale; on alti =,~ et !otl < '1 < ,~; on peut 
donc écrire le développement en série 

1 ~ ot" 
t - ot = ,,*,ot"+1 

qui converge nonnalement quand t décrit le cercle de centre 0 et de rayon ,~. 

Remplaçons dans la première intégrale _1 - par cette série; en vertu de la 
t-ot 

convergence nonnale on peut intégrer tenne à tenne, d'où 

1 i iJ!l!!! - ~ " -. -""a",t, 
2"" T. t - ot "*'o 

en posant 

n~o. 

Considérons maintenant la deuxième intégrale; on a 

Itl =,~ et 
d'où 

Dans la deuxième intégrale on remplace _1 - par cette série; et puisque 
t-ot 

cette série converge normalement, on peut intégrer tenne à tenne, d'où 

(2·5) 

en posant 

(2.6) -Il~ a" - -. +1 ' n < o. 
2"" T. t" 

Finalement la relation (2. 2) montre que l'on a 

pour 

la convergence étant normale. Le théorème est ainsi démontré. 
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3. DÉCOMPOSITION D'UNE FONCTION HOLOMORPHE DANS UNE COURONNE 

PROPOSITION 3. 1. Étant donnée une fonction f(;;) holomorphe dans une couronne 
P2 < \;;\ < Pl' il existe une fonction fl(;;) holomorphe dans le disque 1;;1 < Pl 
et une fonction f2(;;) holomorphe pour 1;;1 > P2' telles que l'on ait 

Cette décomposition est unique si on astreint la fonction fa à tendre vers 0 quand 1;; 1 
tend vers 00. 

En effet, soit f(;;) = ~ a,,;;" le développement de Laurent de j. 
Posons -00<"<+00 

La relation (4. 1) est évidemment satisfaite, et Ifa(;;) 1 tend vers 0 quand 1;;1 
tend vers 00. Supposons que l'on ait une autre décomposition 

et montrons que fI = gl' f2 = ga' Soit h la fonction holomorphe égale à 
fI - gl pour 1;;1 < Pl et égale à ga - fa pour 1;;1> Pa; cette fonction h 
est holomorphe dans tout le plan, et tend vers 0 quand 1;;1 tend vers 00. 

En vertu du principe du maximum (§ 2, nO 2), la fonction h est identi-
quement nulle. C.Q.F.D. 

4. INÉGALITÉS DE CAUCHY; APPLICATION A L'ÉTUDE D'UN POINT SINGULIER 

ISOLÉ 

Considérons la formule intégrale (2. 1). Si M(r) désigne la bomesupérieure 
de If(;;) 1 pour 1;;1 =r, le second membre de (2. 1) a son module majoré 
par M(r), d'où l'inégalité de Cauchy 

n entier ;;;:. 0 ou < o. 

Considérons une fonction f(;;) holomorphe dans le disque pointé 
0< 1;;1 < p. Demandons-nous si cette fonction peut se prolonger en 
une fonction holomorphe dans tout le disque 1;;1 < P, centre inclus. Ce 
prolongement, s'il existe, est évidemment unique (en vertu du principe 
du prolongement analytique, ou, plus simplement ici, pour une raison de 
continuité) . 

PROPOSITION 4. 1. Pour que le prolongement soit possible, il faut et il suffit que 
la fonction f(z) soit bornée au voisinage de o. 

Cette condition est évidemment nécessaire. Montrons qu'elle est suffi.-
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sante. Dans le disque pointé 0 < Izl < p, la fonction f est développable 

en série de Laurent ~ anzn• Par hypothèse il existe un nombre 
-oo<n<+,. 

M> 0 qui majore If(~) 1 pour I~I = r assez petit, quel que soit r. D'après 
l'inégalité de Cauchy (4. 1), on a 

M lanl <-n r 

si petit que soit r, et pour n < 0 ceci entraîne an = o. Donc le dévelop­
pement de Laurent defse réduit à une série de Taylor, et celle-ci définit le 
prolongement cherché de f(~). 

Définition. Soit f(~) une fonction holomorphe dans le disque pointé 
o < I~I < p. On dit que l'origine 0 est un point singulier isolé defsi la fonc­
tion f ne peut pas se prolonger en une fonction holomorphe dans le 
disque tout entier I~I < p. 

Une condition nécessaire et suffisante pour que 0 soit un point singulier 
isolé est que les coefficients an du développement de Laurent ne soient pas 
tous nuls pour n < o. On voit que deux cas sont possibles : 

1er cas : il n'existe qu'un nombre fini d'entiers n < 0 pour lesquels ail =1= o. 
Dans ce cas il existe un entier positif n tel que z"! (z) soit une fonction 

g(z) holomorphe au voisinage de l'origine. Donc f (~) = ~ est méro-
morphe au voisinage de l'origine. Z 

2 e cas: il existe une infinité d'entiers n < 0 tels que an =1= o. Dans ce cas 
la fonction f (~) n'est pas méromorphe au voisinage de l'origine. 

Définition. Dans le premier cas on dit que le point 0 est un p6le de la fonction 
f; dans le second cas on dit que 0 est un point singulier essentiel de la fonctionf. 

THÉORÈME (Weierstrass). Si 0 est un point singulier essentiel isolé d'unefonction 
f(~) holomorphe dans un disque pointé 0 < Izi < p, alors, pour tout s > 0, 

l'image du disque pointé 0 < I~I < s par f est dense dans le plan C. 

Démonstration. Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe un disque 
de centre a et de rayon r> 0 qui soit extérieur à l'image du disque pointé 
o < I~I < • par f. On aurait donc 

pour 0< Izi < E. 

La fonction g(~) = f (z) 1 _ a serait holomorphe et bornée dans le disque 

pointé 0 < Izi < •. D'après la proposition 4. 1, cette fonction se prolon-
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gerait en une fonction holomorphe dans le disque Izi < c, fonction notée 

encore g(z). Alors g(z) serait méromorphe dans le disque Izl < 5, et 

f(z) = a + _(1) serait aussi méromorphe, ce qui contredit l'hypothèse 
g z : 

suivant laquelle 0 est un point singulier esse'ntiel de f(z). 

Remarque. Le cas d'un point singulier essentiel Zo se ramène évidemment 
au cas où Zo = 0, en remplaçant Z par Z - ZOo 

Signalons sans démonstration le théorème suivant, beaucoup plus précis 
que le théorème de Weierstrass : 

THÉORÈME DE PICARD. Si 0 est un point singulier essentiel isolé de la fonction 
holomorphe f (z), alors l'image par f de toute couronne 0 < Izl < E est le plan C 
tout entier ou le plan C Privé d'un seul point. 

Exemple. La fonction el/< = ~ -;...!... est holomorphe dans le plan pointé 
R~On. ZR 

Z =1= 0, et elle admet l'origine comme point singulier essentiel puisque le 

coefficient de ...!... est =1= 0 pour tout n ~ o. Cette fonction ne prend jamais zn 
la valeur 0; à titre d'exercice on montrera qu'elle prend toute valeur 
=1= 0 dans tout disque pointé 0 < Izl < E. 

5. Introduction du point s. l'infini. Théorème des résidus 

1. SPHÈRE DE RIEMANN 

Dans l'espace R3, notons x, y, u les coordonnées d'un point et considérons 
la sphère-unité SI : 

x2 + y2 + ul = I. 

Munie de la topologie induite par celle de l'espace Ra, la sphère SI est 
un espace compact, puisque S2 est un sous-ensemble borné et fermé de 
Ra. Soient P et P' les deux points de 8 2 dont les coordonnées sont respecti­
vement (0, 0, 1) et (0, 0, - I). Considérons la projection stéréographique 
de pôle P .. Elle associe à tout point M de 8 2 distinct de P le point du plan 
u = 0 aligné avec P et M. Son affixe complexe Z est donnée par la formule 

z=x+~, 
I-U 

(I. I) 

où x, y, u sont les coordonnées du point M. 
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Considérons de· même la projeçtion stéréographique de pôle P', et prenons 
le point du plan u = 0 imaginaire conjugué du point transformé de 
M(x,y, u) par cette projection stéréographique. Son affixe complexe z.' est 
donnée par la formule 

1 x-iy 
Z. =--. 

1 + u 

On observera que, pour tout point M(x, y, u) distinct de P et P', on a, 
entre les nombres complexes z. et ;:.' correspondants, la relation 

z,z' = 1. 

L'application (x, y, u) -+ Z. est un homéomorphisme de S. - P sur C; 
on dit que l'on a une carte de S.-P sur le plan complexe C. De même 
l'application (x, y, u) -+;:.' est une carte de Sa - P' sur le plan complexe C. 
Munie de ces deux cartes, SI s'appelle la sphère de Riemann. 

Soit D un ensemble ouvert de Sa. On dit qu'une fonctionf définie dans D 
est holomorphe dans D si, au voisinage de tout point Me D distinct de p,. 
elle s'exprime comme fonction holomorphe de z, et si au voisinage de tout 
point Me D distinct de P', dIe s'exprime comme fonction holomorphe de 
z.'. Observons qu'au voisinage d'un point distinct de P et de P', toute fonc­
tion holomorphe de z est une fonction holomorphe de Z' et réciproquement, 
grâce à la rdation (1. 3). Grâce à la relation (1. 1), nous identifierons 
toujours le plan complexe C à la sphère Sa privée du point P. On voit que 
S. est obtenue en adjoignant à C un « point à l'infini ». Pour étudier une 
fonction au voisinage du point à l'infini P, on utilisera la variable complexe 
z.' = 1/z., qui s'annule au point P. Dans C, les ouverts Izl > r forment un 
système fondamental de voisinages du point à l'infini. Une fonction f (z.) 
définie dans un td ouvert est «holomorphe à l'infini» si, par le change­
ment de variable Z = 1 Iz/, elle s'exprime comme fonction holomorphe de 
Z' pour 1;:.'1 < I/r. 

De même, une fonction f(z.) sera méromorphe à l'infini si elle s'exprime 
comme fonction de Z' méromorphe au voisinage de z.' = o. Enfin, une 
fonction f(z) holomorphe pour Izl > r admet le point à l'infini comme 
point singulier essentid isolé si la fonctionf(I/;:./) admet l'origine Z' = 0 

comme point singulier essentid isolé. Si 

est le dévdoppement de Laurent def(z) pour 1;:./ > r, une condition néces· 
saire et suffisante pour que le point à l'infini soit un pôle def est que an = 0 

pour tous les entiers n ;;;::.:. 0 sauf un nombre fini d'entre eux; la condition 
pour que le point à l'infini soit un point singulier essentid est qu'il existe 
une infinité d'entiers n ;;;::.:. 0 td!l que an oF o. 
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Sur la sphère 8 2 on a la notion de chemin différentiable, de chemin fermé, de 
bord orienté d'un compact. 

2. THÉORÈME DES RÉSIDUS 

Considérons d'abord une fonction f(;:,) holomorphe dans une couronne 
P2 < 1;:,1 < PI centrée à l'origine. 

PROPOSITION 2. I. Si Y est un chemin fermé contenu dans une telle couronne, on a 

(2. 1) ~lf(;:,) d;:, = I(y, 0) a_Il 
2'1tZ ï 

où I(y, 0) désigne ['indice du chemin y par rapport à l'origine 0, et a_1 est 
le coefficient de I/Z dans le développement de· Laurent de.]. 

Démonstration. On a 

où 
f(;:,) = fLl/;:, + g(z), 

g(z) = ~ an;:,n 
n#-I 

est holomorphe dans la couronne et y admet une primitive égale à 

~ ~;:,n+l 
n#-I n + 1 

(cf. § 4, nO 1). 

On a donc la relation 

Or Ir g(;:,) d;:, = 0 puisque g admet une primitive, 

l d;:,/;:, = 2'1ti I(y, 0) d'après la définition de l'indice. 
y 

Ces deux relations,jointes à (2.2), donnent (2. 1). 
La formule (2. 1) s'applique notamment lorsque la fonction f admet 

l'origine 0 comme point singulier isolé (pôle ou point singulier essentiel). 
Dans ce cas, y désigne un chemin fermé dans un voisinage de 0, ne passant 
pas par o. Le coefficient a_1 du développement de Laurent defs'appelle 
alors le résidu de la fonction f au point singulier o. En particulier, si y est 
un cercle de centre 0 et de petit rayon parcouru dans le sens direct, on a 

On définit de même le résidu en un point singulier isolé situé en n'importe 
quel point du plan complexe C. 
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La définition du résidu au point à l'infini nécessite une convention spéciale: 
soitf(~) une fonction holomorphe pour I~I > r. Posons ~ = I/~'; on a 

f(~) d~ = - ~~2f(:,) k'. 

Par définition, le résidu de f au point à l'infini est égal au résidu de la 

fonction -+Zf(~) au point ~' = o. Donc si }:an~n est le dévelop· 
~ ~ . n 

pement de Laurent def(~) au voisinage du point à l'infini, le résidu def 
à l'infini est - a-l. 

THÉORÈME DES RÉSIDUS. Soit D un ouvert de la spMre de Riemann 82, et soit f une 
fonction holomorphe dans D sauf peut-être en des points isolés qui sont singuliers 
pour f. Soit r le bord orienté d'un compact A contenu dans D, et supposons que r 
fUI contienne aucun point singulier de 1, ni le point à l'i'lfini. Les points singuliers 
Zk contenus dans A sont alors en nombre fini, et on a la relation : 

où Res (j, ~k) désigne le résidu de lafonctionf au point ~/,; la sommation est étendue 
à tous les points singuliers ~k e A, y compris éventuellement le point à l'irifini. 

Démonstration. Distinguons deux cas, suivant que le point à l'infini appar­
tient ou non à A. 

Figure 4-
N. B. La partie hachurée représente le complémentaire du compact A. 

1er cas: le point à l'infini n'appartient pas à A; A est donc u~ compact 
(borné) du plan C (Cf. fig. 4); chaque point singulier ~k est le centre d'un 
disque fermé Ok intérieur à A, et l'on peut choisir les rayons de ces disques 
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assez petits pour que ces disques soient deux à deux disjoints. Soit rit le 
bord du disque Sil parcouru dans le sens direct. 
Soit A' le compact obtenu en enlevant de A les intérieurs des disques 
précédents; le bord orienté de A' est la différence de r (bord orienté de A) 
et des cercles r". Puisque f est holomorphe au voisinage de A', on a 
(Cf. chapitre II, § 2, nO 8, théorème 5) 

r f(~) rk = ~ j' f(~) rk. 
Jr k Th 

D'autre part, d'après (2. 3), 

r f(~) rk = 27r:i Res (f, ~It), JTh 

et en portant cela dans (2. 5), on obtient la relation (2. 4) à démontrer. 

2" cas : le point à l'infini appartient à A. Soit I~I > r un voisinage du point 
à l'infini qui ne rencontre pas r et tel quef(~) soit holomorphe dans ce 
voisinage (point à l'infini éventuellement exclu). Soit A" le compact obtenu 
en enlevant de A l'ensemble ouvert I~I > r (cf. fig. 5). Le bord orienté de A' 

Figure 5 
N. B. La partie hachurée représente la complémentaire de A. 

est la somme du bord orienté r de A et du cercle I~I = r parcouru dans le 
sens direct. En appliquant à An ce qu'on vient de démontrer dans le premier 
cas, on obtient 

(2. 6) r f(~) rk + r f(~) rk = 27r:i ~ Res (f, ~It), 
Jr J1:1=r k 

la somme du second membre étant étendue à tous les points singuliers ~k 
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contenus dans A et autres que le point à l'irifini. D'autre part, d'après la défi­
nition du résidu à l'infini, on a 

r f(z) dz = ~ 21ti Res (J, (0), 
J1_1=r 

et en portant ceci dans (2. 6) on obtient: 

Jf (z) dz = 21ti (Res (J, (0) + f Res (f, Zlr)) 

ce qui n'est pas autre chose que la relation (2. 4) à démontrer lorsque le 
point à l'infini est l'un des points Zlr' 

Remarque. Considérons en particulier le cas où le compact est la sphère SI 
tout entière. Dans ce cas le bord est vide, et la relation (2. 4) se réduit à : 

~ Res (J, ZIr) = o. 
k 

Par exemple, la somme des résidus d'une fraction rationnelle (y compris le résidu 
à l'infini) est nulle. 

3. CALCUL PRATIQ.UE DES RÉSIDUS 

Cas d'un pôle simple à distance finie. Soit Zo un pôle simple de f; on a donc 

f(z) = _1 - g(z), 
Z-Zo 

où g est holomorphe au voisinage de zo, avec g(zo) '=1= o. Soit 

g(z) = ~ an (z - zo)" 
,,~Q 

le développement d~ Taylor de g(z) au voisinage de Zo; on voit que, 

dans le développement de Laurentf(z), le coefficient de _1_ est égal 
à g(zo). On a donc Z - Zo 

(3. 1) Res (J, zo) = Hm (z - zo) f(z). 
:~_-u 

:;é:. 

Sif est donnée sous la forme d'un quotient P /Q, P et Q étant holomorphes· 
au voisinage de zo, et Zo étant un zéro simple de Q avec P(zo) '=1= 0, on a 

(3. 2 ) -~ Res (J, Zo) - Q: (Zo) , 

Q' désignant la dérivée de Q. 
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ei~ 
Exemple. Soit f (z) = Z2 + 1; la fonction possède deux pôles simples 

Z = + i; on a P/Q; = ~eiZ, et pa:.: suite le résidu de f au pôle i est 
2Z 

égal à _2-. 
2e 

Cas d'urt pôle multiple. Soit f (z) ~ (z ~ ZO)kg(Z), où g(z) est holomorphe 

au voisinage du point zo, avec g(zo) =F o. Le résidu de f (z) est égal au 
coefficient de (z - zo)k-l dans le développement de Taylor d~ g(z) au point 
ZOo Tout revient donc à calculer un développement limité de g(z). Pour cela, 
il est souvent commode de prendre comme nouvelle variable t = Z - ZOo 

eiZ 
Exemple. Soitf(z) = (II . )2· Soit à calculer le résidu def(z) au pôle z z + 1 

double Z = i. On a ici 

.' eiz 

g(i) = z(z + i) II· 

Posons Z = i + t, et cherchons le coefficient de t dans le développement de 
Taylor de 

ei(i+l) 

h(t) = (i + t) (2i + t)2· 

Il suffit d'écrire le développement limité de degré 1 de chacun des termes 

ei(i+1) = e-1(I + it'+ ... ), 

(i + t) -1 = - i(1 - it)-1 = - i(1 + it + ... ), 
(2& + t)-2 = -- 1 --t = --(1 + ,1 + ... ). • 1 ( i)- 2 1 • 

4 2 4 
D'où 

et le résidu cherché est __ 3_. 
4C 

Application: résidu d'une dérivée logarithmique. Soit f (z) une fonction méro­
morphe au voisinage de ZOo On se propose de calculer le résidu de la . 
dérivée logarithmique l'If au point zoo On a 

où g est holomorphe au poi~t zoo g(zo) =1= 0; l'entier k est;> 0 si f est 
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holomorphe en .to, k < 0 si .to est un pôle de f; prenant la dérivée 
logarithmique des deux membres, on obtient 

k 
f'/f= .t-.to +g'/g; 

donc f' / f admet .to pour pôle simple, et le résidu de ce pôle est égal à l'entier k, 
ordre de multiplicité du zéro ou du pôle .to (compté positivement s'il s'agit 
d'un zéro, et négativement s'il s'agit d'un pôle). 

4. ApPLICATION A LA DÉTERMINATION DU NOMBRE DES PôLES ET DES ZÉROS 

D'uNE FONCTION MÉROMORPHE 

PROPOSITION 4. 1. Soit f(.t) une fonction méromorphe non constante dans un 
ouvert D, et soit l' le bord orienté d'un compact K contenu dans D. Supposons que 
la fonction f n'ait pas de pôle sur l' et ny prenne pas la valeur a. On a alors: 

_1 r l' (.t) tk = z _ P, 
27ti)rj(.t)-a 

où Z désigne la somme des ordres de multiplicité des racines de l'équation 

f(.t) - a = 0 

contenues dans K, et ou P désigne la somme des ordres de multiplicité des pôles de f 
contenus dans K. 

C'est une conséquence immédiate du théorème des résidus, et du calcul 

explicite des résidus de la fonction f~;(~ a· 

En particulier, lorsque f est holomorphe, l'intégrale. du premier membre 
de (4. 1) est égale au nombre des zéros de f(.t) - a contenus dans :J(, 
étant entendu que chaque zéro est compté un nombre de fois égal à son 
ordre de multiplicité. 
On observera que la valeur de l'intégrale du premier membre de (4. 1) 
est égale au quotient par 27t de la variation de l'argument de f(z) - a lorsque z 
décrit le chemin fermé r (Cf. chapitre II, § l, nO 5). 

PROPOSITION 4. 2. Soit Zu une racine d'ordre k de l'équation f(z) = a, f étant 
une fonction holomorphe non constante au voisinage de zoo Pour tout voisinage V 
assez petit de ZO' et pour tout b assez voisin de a et =1= a, l'équation f(z) = b. possède 
exactement k solutions simples dans V. 

En effet, soit "1 un cercle de centre .to et de rayon assez petit pour que .tu 
soit l'unique solution de l'équation f (.t) = a contenue dans le disque 
fermé de bord r. Supposons de plus que le rayon de r soit assez petit pour 
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que f' (.~) soit =1= 0 en tout point du disque autre que le centre ZOo Consi­
dérons l'intégrale 

1 1 f'(Z) dz 
27tZ if(z)-b' 

On sait que (4. 2) reste constant lorsque b varie dans une composante. 
connexe du complémentaire de l'image de y par f (Cf. chapitre II, § 1, 
nO 8). Donc, pour tout b assez voisin de a, on a 

_1 1 f'(z) dz = _1 j' f'ez) dz = k, 
27ti rf(z)-b 27ti if(z)-a 

et par suite l'équationf(z) = b possède exactement k racines à l'intérieur 
de y, si l'on compte chaque racine avec son ordre de multiplicité. Mais 
pour b =1= a et assez voisin de a, les racines de l'équationf(z) = b sont toutes 
simples, êar la dérivée f' (z) est =1= 0 en tout point Z assez voisin de Zo 
et =1= ZOo La proposition 4. 2 est ainsi démontrée. 

5. ApPLICATION AUX FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES 

Soient el et e2 deux nombres complexes linéairement indépendants sur le 
corps réel R, c'est-à-dire tels que Cl =1= 0 et que le quotient e2/e l ne soit pas réel. 
Tous les vecteurs de la forme nlel + n2e2' où nI et n2 sont des entiers 
arbitraires, forment un sous-groupe discret Q du groupe additif du corps C. 
On dit qu'une fonctionf(z) définie dans le plan admet le groupe Q comme 
groupe de périodes si l'on a 

(5. 1) pourtoutz, 

quels que soient les entiers nI et n2• Pour cela il faut et il suffit que l'on ait 

(5. 2) 

Soit Zo un nombre complexe quelconque. Considérons le parallélogramme 
(fermé) ayant pour sommets zo, Zo + el> Zo + e2, Zo + el + e2• Il se 
compose de tous les points de la forme Zo + tle l + t 2e2, oU 0 « t l « l, 
o « t2 «I. Un tel parallélogramme s'appelle un parallélogramme de 
périodes ayant pour premier sommet ZOo Soit maintenantf(z) une fonction 
méromorphe dans tout le plan et admettant le groupe Q comme groupe 
de périodes. Choisissons Zo de façon quef(z) n'ait pas de pôle sur le bord y 
du parallélogramme de périodes ayant pour premier sommet ZOo On 

peut considérer l'intégrale J: f(z) dz, dont la valeur est nulle à cause de la 
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périodicité; en effet 

1f(;:,) d;:, = 1\[1(;:'0 + tel) -f(;:,o + ea + tel)] dt 

1 0 + 1\ [1(;:'0 + el + tea) -f(;:,o + tea)] dt. 

Appliquant ce résultat à la dérivée logarithmique 1'/ j, et compte tenu 
de la proposition 4. 1, on obtient : 

PROPOSITION 5.1. Sif(z) est unef onction méromorphe dans tout le plan, non constante, et 
admettant le groupe il comme groupe de périodes, le nombre des zéros de cettefonction con­
tenus dans un parallélogramme de périodes est égal au nombre des pôles contenus dans 
le même parallélogramme, si f n'admet ni zéro ni pôle sur le bord de ce parallélogramme. 

COROLLAIRE. Une fonction holomorphe dans C et admettant () comme groupe de 
Périodes est constante. 
Sinon, le nombre des zéros de f (;:,) - a devrait être égal au nombre des 
pôles, donc nul; et ceci pour tout a, ce qui est absurde. 

Considérons maintenant la fonction ;:,1'(;:,)/(f(;:,) - a). Cette fonction 
n'étant pas périodique, on ne peut plus affirmer que son intégrale sur le 
bord y d'un parallélogramme de périodes est nulle. On va montrer que la. 
valeur de l'intégrale 

(5· 3) 
_1 1 ;:,ff (z) d;:, 
27ti rf(;:,) - a 

appartient au groupe de périodes /J. En effet, elle est égale à 

-~1 1'(;:,) d;:, + ~1 1'(;:,) dz, 
27ti 1.1(;:,) - a 27ti 1.1(;:,) - a 

YI désignant le côté du parallélogramme d'origine;:,o et d'extrémité;:,o + el> 
et Y2 désignant le côté du parallélogramme d'origine ;:'0 et d'extrémité 

O 1 . , 1 1 1 l' (;:,) d;:, 1 l ff (;:,) dz 
;:'0 + e2• r es mtegra es -. f() et -. f() ont pour 

27tZ l, Z -a 27tZ 1. ;:,-a 
valeurs des nombres entiers. D'autre part, l'intégrale (5. 3) est égale à la 
somme è~s résidus de" la fonction ;:,1'(;:,)/(1(;:,) -a). Calculons ces résidus. 
Les pôles sont tout au plus les pôles de f (z) et les zéros de f (z) - a. ·Si 
~i est un pôle, le résidu pour ce pôle est égal à - k~i' k désignant son ordre 
de multiplicité. De même le résidu d'un zéro Xi de f(z) - a est égal à 
k:Xi' k désignant son ordre de multiplicité. 

En résumé, on obtient : 

PROPOSITION 5.2. Soit f (;:,) une fonction méromorphe dans tout le plan, non 
constante, et admettant le groupe () comme groupe de Périodes. Pour tout nombre 
complexe a, on a 

mod./J, 

99 
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où les (Xi désignent les racines de l'équation f(z) = a (chacune d'elles étant comptée 
autant de fois que l'exige son ordre de multiplicité) et les ~I désignent les pOles (chacun 
étant compté avec son ordre de multiplicité), contenus dans un parallélogramme de 
périodes. 
En particulier, la somme ~ Xi prise modulo il est indépendante de a. 

, 

6. Calcul d'intégrales par la méthode des résidus 

On se propose de calculer des intégrales définies sans expliciter une primitive 
de la fonction sous le signe d'intégration, mais en interprétant la valeur 
de l'intégrale comme somme des résidus relatifs à des points singuliers 
d'une fonction holomorphe convenablement choisie. Il n'y a pas de méthode 
générale permettant de' traiter ce problème. Nous allons nous borner à 
considérer quelques types classiques et à indiquer, pour chacun d'eux, quel 
est le procédé qui permet de transformer le problème en un calcul de résidus. 

1 er type. Considérons une intégrale de la forme 

[
Ir. 

1 = R(sin t, cos t) dt, 
• 0 

où R(x, y) désigne une fonction rationnelle n'ayant pas de pôle sur le 
cercle Xl + yB = 1. Posons ei' = z; lorsque t croît de 0 à 2'1t, Z décrit le 
cercle-unité. Donc 1 est égal au produit par 2'1ti de la somme des résidus 
de la fonction 

aux pôles contenus' dans le disque-unité. 
On a donc 

la somme étant étendue aux p6les contenus dans le disque-unité. 

Exemple. Soit 1 = r" dt. • où a désigne un nombre réel> 1. On a Jo a+smt 

~ 2i 
1 = 2'1t ~ Res a +. . z 2'QZ- 1 

Le seul pôle Zo contenu dans le disque-unité est Zo = - ia + i V ail - 1 ; 

le résidu est -,-' -. = VI, d'où 1 = V 2'1t • 
Zo + ta ail - 1 al - 1 
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2" type. Considérons une intégrale de la forme 

1+00 

1 = -00 R(x) dx, 

où R est une fonction rationnelle n'ayant pas de pôle réel. On doit supposer 
en outre qlle l'intégrale est convergente; pour cela il faut et il suffit que la 

partie pri~cipale de R(x) à l'infini soit de la forme~, l'entier n étant;;;::' 2. 

Une condition équivalente est la suivante x 

(2. 1) lim xR(x) = o. 
1"'1+ 00 

Pour calculer l'intégrale 1 on va intégrer la fonction R(z) de la variable 
complexe z sur le bord '( d'un demi-disque de centre 0, de rayon r, situé 
dans le demi-plan y;;;::' 0 (fig. 6). Pour r assez grand la fonction R(z) est 

y 

o y 
Figure 6 

x 

holomorphe sur le bord '( et l'intégrale J,' R(z) th:. est égale à la somme des 

résidus des pôles de R contenus à l'intérie~r de '(. On a donc 

f +r l ~ R(x) dx + R(z) th:. = 2'lti ~ Res (R(z»), 
-r &(r) 

où o(r) désigne la demi-circonférence de centre 0 et de rayon r parcourue 
dans le senS direct, et où la sommation est étendue aux résidus des pôles 
situés dans le demi-plan y > o. 
Lorsque r tend vers + 00, la première intégrale du premier membre de 
(2. 2) tend vers 1; on va montrer que la seconde intégrale du premier 
membre de (2. 2) tend vers o. Il en résultera 

(2. 3) 

la somme étant étendue à tous les pôles de R situés dans le demi-plan 
supérieur y > o. On verrait de même que 

11)1 
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la somme étant étendue cette fois à tous les pôles du demi-plan inférieur 

y<o. 1 
Il reste à prouver que R(z) dz tend vers 0 quand r tend vers + 00. 

8( .. 

Cela résulte aussitôt du lemme suivant: 

LEMME I. Soitf(z) une fonction continue définie dans un secteur 

r et a désignant le module et l'argument de z. Si 

lim zf(z) = 0 (al < argz < (2), 
Izl~oo 

alors l'intégrale),! (z)dz étendue à l'arc de cercle de centre 0 et de rayon r contenu 

dans le secteur, tend vers 0 lorsque r tend vers + ;;c. 

En effet, soit M(r) la borne supérieure de If('~) 1 sur l'arc de cercle 
Izl = r. On a 

et le lemme en résulte aussitôt. 
On démontrerait de la même manière le lemme suivant : 

LEMME 2. Soit f (z) une fonction continue définie dans un secteur 

al < a < a2, 

r et a désignant le module et l'argument de z. Si 

lim zf (z) = 0 
z~o 

alors l'intégrale f f (z) dz étendue à l'arc de cercle de rayon r contenu dans le secteur, 

tend vers 0 lorsque r tend vers o. 

Exemple. Soit à calculer l'intégrale 

(+00 dx 
1= Jo I+Xs' 

La fonction _1-6 possède six pôles, tous sur le cercle-unité; les trois pôles 
1 + z 

situés dans le demi-plan supérieur sont 

{3l 

e 6 , 5i~ 
e 6 
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Le résidu en un tel pôle est égal à 6:5 = - ~. D'où 

1 1+ 00 the '1'; (1"'- 1"'- SI"'-) 1 =- --=-- e 6 +e 1 +e 6 
2 _00 1 + xl' 6 

= - 2 Sln - + 1 =-. '1' ( • '1' ) '1' 
6. 6 3 

3e type. On se propose d'étudier les intégrales de la forme 

1+00 

1 = _00 f(x) e""dx, 

oùf(z) est une fonction holomorphe au voisinage de tout point du demi-plan 
ferméy.> 0, sauf peut-être pour un nombre fini de points. On va d'abord consi· 
dérer le cas où les points singuliers ne sont pas sur l'axe réel. Alors l'intégrale 

a un sens, et, lorsque r tend vers + 00, sa valeur tend vers 

lorsque cette dernière intégrale est convergente. 
On se propose de démontrer le résultat suivant : 

PRoposmoN 3. 1. Si Hm f (z) = 0 pour y ;> 0, alors 
l'I+-oo 

(3. 1) Hm l+'j(x) el., the = 2'1'; ~Res (f(z) eï'), 
r.;.+oo -r 

la sommation étant étendue aux points singuliers de f(z) contenus dans le demi-plan 
supérieur y > o. 1+00 

Observons d'abor~ ooque si l'intégrale _00 If (x) 1 the est convergente, l'inté-

grale proposée 1 f(x)eï'" dx est absolument convergente; la relation 3. 1 

donnera alors -00 

L'intégrale i:oof(x) eï'" the peut aussi être convergente sans être absolu­

ment convergente; par exemple il est bien connu que si la fonctionf(x) est 
réelle et monotone pour x> 0, et tend vers 0 quand x tend vers + 00, l'inté·· 

1°3 
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(HO 
grale Jo f (x) ei• dx est convergente (on applique la deuxième formule 

de la moyenne); dans un tel cas la relation (3. 2) sera encore valable. 
Avant de commencer la démonstration de la proposition 3. l, observons 
que le"1 < 1 dans le demi-plan y ~ o. Ceci nous conduit à faire une inté­
gration dans le demi-plan y ~ 0, le long du contour déjà utilisé pour le 
deuxième type ci-dessus. Avec les mêmes notations que dans (2. 2), nous 

aHon!! montrer que l'intégrale ( f(;;)e" tk tend vers 0 lorsque r tend vers + 00. 
J~(r) 

La proposition 3. 1 en résultera évidemment. 
Si l'on savait que lim ;;f (;;) = 0, il suffirait d'appliquer le lemme 1. La 

l'I+-oo 
relat~on (3. 1) est donc démontrée dans ce cas. Par exemple, considérons 
l'intégrale 

1+00 cos X 1 (1+ 00 e'· ) 
-lI-- dx = - Re -.-- dx ; 

o x + 1 2 _'" X + 1 

sa valeur est égale à 'Ir; ~ Res (;;1 ~ 1)' la sommation étant étendue aux 

pÔles situés dans le demi-plan supérieur. Il y a un seul pÔle;; = i; il est 
simple, et le résidu est 

e- I -., 
21 

d'où 1+ 00 cos x dx = ..!... 
o x 2 + 1 2e 

Pour prouver que· ( f (;;) e" tk tend vers 0 sous la seule hypothèse de l'énoncé 
J~(r) 

de la proposition 3. l, on utilisera le lemme suivant : 

LEMME 3. Soit f (;;) une fonction définie dans un secteur du demi-plan y ~ o. 

Si limf(z) = 0 l'intégrale jf(z) ei:dz étendue à l'arc de cercle de centreoet de 
1:1· "-

rayon r contenu dans le secteur tend vers 0 lorsque r tend vers + cr... 

Posons en effet z = re", et soit M(r) la borne supérieure de If(rell)jlorsque 
a varie, le point rell . restant dans le secteur. On a 

If f (;;) el' tkl < M(r) foX e-rolnl rda 

On va montrer que 1" e-r11n'rda est majoré par un nombre fixe indépen-
o . 

dant de r, ce qui achèvera la démonstration du lemme 3. En fait on a 

'It 

1,,· 12 o . e-r11n'r do = 2 0 e-rs1n'r da < 'Ir. 
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Démonstration de (3. 4) : on a 

2 ./ sin 0./ 
-~--~I 
'It 0 

pour 0<0<2:.., 
2 

d'où 

J.~ J.i- !. J.+'" 2 " --r. --r8 'It 
. e-rsllllrdO < e r. rdO < e r. rdO =-. 
o 0 0 2 

Ainsi la proposition 3. 1 est entièrement démontrée. 

Examinons maintenant le cas où la fonction f (.e:) peut posséder des 
points singuliers sur l'axe réel. On se bornera à un exemple, celui oùf (z) 
possède un pôle simple à l'origine. Dans ce cas il convient de modifier 
le chemin d'intégration de façon à contourner l'origine le long d'un demi­
cercle 1(a) de petit rayon e; > 0, centré à l'origine et situé dans le demi­
plan supérieur (fig. 7). Nous utiliserons le lemme suivant: 

olt,o) (r,o) • x 

Figure 7 

LEMME 4. Si z = 0 es( un pôle simple de g(.e:), on a 

(3. 5) lim 1 g(.e:) d.e: = 'lti Res (g, 0), 
,+0 T('} 

1(') étant parcouru dans le sens des arguments croissants. 

En effet, on a g(z) = ~ + h(.e:) , où h désigne une fonction holomorphe 
z 

à l'origine. L'intégrale !.;,} h(z) d.e: tend vers 0 lorsque ! tend vers 0, et 

l'intégrale 1 ~ tk est égale à 'ltia. D'où la relation (3· 4)· 
T('} .e: 

On appliquera ce lemme à la fonction g(.e:) =f(.e:) el:. 

Exemple: Soit à calculer l'intégrale 

1 = -dx=- --dx= ----;hm -dx+ "-dx . { + aosin x Il+aosinx 1."[ (-"éD f+aoel"] 
1. 0 X 2 _00 X 2Z 1+0 ~ _00 X +1 X 

D'après la figure 7, ceci est égal à 

1. [, el: 'It (el:) 'It ----;l1m -iz = -Res -,0 =-. 
2Z < _ 0 ~ Ti") Z 2 Z 2 

1°5 
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l + ao 
Remarque impo:~ante: si, au lieu de _ao f (x)eï'" tlx, on avait eu à calculer 

l'intégrale Lao f (x) ri., tlx, il eût fallu intégrer dans le demi-pla iriflrieur 

au lieu du demi-plan supérieur; en effet, c'est dans le demi-plan inférieur 
y < 0 que la fonction Irl:1 est bornée et c'est dans ce demi-plan que le 
lemme 3 est valable (mutatis mutandis). Plus généralement, une intégrale 

de la forme j~+aoaof(x)e"'" tlx (où a est une constante complexe) se calculera 

en intégrant dans le demi-plan où 1 e": 1 < 1. 

On n'oubliera jamais que sin z, cos Z ne sont bornés dans aucun demi-plan. 
Pour calculer une intégrale de l'une des formes 

on exprimera toujours les fonctions trigonométriques à l'aide de l'expo­
nentielle complexe, de façon à pouvoir appliquer la méthode précédente. 

4· type. Considérons les intégrales de la forme 

1 = tlx, 1+ .. ~ 

o X'" 

où Cl désigne un nombre réel tel que 0 < Cl < l, et R désigne une fonction 
rationnelle sans pôle sur le demi-axe réel x ;> o. Il est clair qu'une telle 
intégrale converge pour la limite d'intégration 0; pour qu'elle converge 
pour la limite d'intégration + IX), il faut et il suffit que la partie principale 

de R(x) à l'infini soit de la forme 2.... avec n ;> 1; autrement dit il faut et 
xn 

il suffit que 

lim R(x) = o. 
z~+ao 

Pour calculer une telle intégrale, on considère la fonctionf(z) = R(z) 
z" 

de la variable complexe z, définie dans le plan privé du demi-axe réel ;> 0; 
soit D l'ouvert ainsi défini. Il convient de préciser la détermination choisie 
pour zœ dans D : on prendra la détermination de l'argument de z comprise 
entre 0 et 2'1t. R 
Avec cette convention, intégrons ~ le long du chemin fermé & (r, 1) 

.t'" 
défini comme suit : on parcourt successivement l'axe réel de 1 > 0 à 
r> 0, puis le cercle ,.(r), de centre 0 et de rayon r, dans le sens direct, 
puis l'axe réel de r à l, et enfin le cercle ,.(1), de centre 0 et de rayon E, 
dans le sens indirect (cf. figure 8). L'intégrale 
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est égale à la somme des résidus des pôles de R(z) contenus dans D, si r zœ 
a été choisi assez grand et e assez petit. On a 

car, lorsque l'argument de Z est égal à 2'/t, on a z" = e2r.i"lzl ". Puisque l'ar­
gument de Z reste borné, zf(z) tend vers 0 quand Z tend vers 0 ou quand Izl 

Figure 8 

tend vers l'infini; donc les intégrales le long de y(r) et de y(e) tendent vers 
o quand r tend vers J.. et quand! tend vers 0 (lemmes 1 et 2). A la limite, 
on obtient donc 

et cette relation permet. de calculer 1. 

Exemple. Soit à calculer 1 = Jf'+" .. (dx ). (0 < oc < 1). On a ici 
o x 1 + X Rf,., 

R(z) = ~ ; il Y a un seul pôle, z = - 1; le résidu de ~ en ce pôle 
I+Z r 

est égal à ;.", compte tenu de la détermination de l'argument de z, qui 

est égale à '/t en ce point. La relation (4. 2) donne alors 

I=~. 
sin '/toc 

5° type. Considérons les intégrales de la forme 

1+" R(x) log x dx, 

où R est une fonction rationnelle sans pôle sur le demi-axe réel x > 0, 

et telle que lim xR(x) = o. Cette dernière condition assure la convergence 
."l.'~+«:t 

de l'intégrale. 
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On considère le même ouvert D que pour les intégrales du 4e type, et le 
même chemin d'intégration. Ici encore, il convient de préciser la déter­
mination choisie pour log·z; on choisira l'argument de z compris entre 0 et 
2'1t. Pour une raison qui va apparaître immédiatement, ce n'est pas la 
fonction R(z) log z que l'on va intégrer, mais la fonction R(z) (log z) Il. Ici 
encore les intégrales le long des cercles r(r) et r(E) tendent vers 0 quand r 
tend vers 7.. et ô vers 0, à cause des lemmes 1 et 2. Lorsque l'argument 
de z est égal à 2;-;, on a 

logz = log x + 2'1ti, 

x désignant le module de z. On obtient ainsi la relation 

d'où 

(5. 1) - 21+ .. R(x) log x dx - 2'1ti 1+ ao R(x) tA = ~ Res IR(z) (log z) 21. 

En principe, ceci donne seulement une relation entre les deux intégrales 
r+ ao r+ ao 

Jo R(x) dx et Jo R(x) log x dx. Toutefois, supposons que la fonction 

rationnelle R soit réelle (c'est-à-dire prenne des valeurs réelles pour x 
réel); en séparant le réel de l'imaginaire dans la relation (5. 1), on obtient 
les deux relations 

(5. 2 ) 

(5· 3) 

r+aoR(x) logxdx = -...!...Re(~Res IR(z) (logz)21), 
Jo 2 

r+ ao R(x) dx = _...!... Im(~Res 1 R(z) (log z) 1 1 ). 
" 0 2'1t 

La sommation s'étend à tous les pôles de la fonction rationnelle R(z) 
contenus dans D. 

Exemple. Soit à calculer l'intégrale 

_r+ ao logx 
1 - Jo (1 + x) a dx. 

Le résidu de gOï zl;a au pôle z = - 1 est égal au. coefficient de 12 dans le 

développement limité de (i'lt + log (1 - t))2; c'est donc 1 -i'lt, et on 

trouve 1 = _...!... 
2 



Exercices 

Remarque. En intégrant la fonction R(z) log z, on obtiendrait de la même 
manière la formule 

La méthode précédente peut aussi s'appliquer, dans certains cas, lorsque 
la fonction rationnelle R possède un pôle simple au point x = 1; dans ce cas 

r+'" l'intégrale Jo R(x) log x dx a encore un sens, puisque la détermination 

principale de log z admet le point 1 çomme zéro simple. Il convient alors 
de modifier le contour d'intégration utilisé précédemment: lorsqu'on 
intègre le long de l'axe réel positif, l'argument de z étant égal à 2'Jt, on doit 
contourner le poin' Z = 1 le long d'un demi-cercle de centre let de petit 

Figure 9 

rayon (fig. 9). Le lecteur démontrera que lorsque la fonction R est réelle, 
on a la relation 

(5.5) r+"'R(x) log x dx = 'Jt2 Re (Res (R, 1» -...!...Re (~ Res (f») Jo 2 

oùfdésigne la fonction R(z) (log Z)8, et où le sommation est étendue à tous 
les pôles de f autres que Z = 1. Par exemple, on vérifiera que 

~dx--. 1+'" 10D' x _ 'Jtll 

o Xll- 1 4 

Exercices 

1. Soitf(z) holomorphe dans Izl < R, R> 1. Évaluer de deux manières 
différentes les intégrales 
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étendues au cercle-unité parcouru dans le sens direct, et en déduire les 
égalités suivantes: 

)
.!.. ("'j(e/8) cos·~dO= 2f(0) +1'(0), 
'II: Jo 2 

~ (""'1 (ei8) sin ll ~d6= 2f(0) -1'(0). 
'II: Jo 2 

2. Soitf('~) une fonction holomorphe dans un ouvert contenant le disque 
Izi < R, et soit "( l'image du cercle Izl = R par l'application Z -+ f(z) ; 
on supposera f univalente, i.e. f (z) =F f (z') si z =F z'. Montrer que la 

longueur L de "( est égale à R fo"" If' (Re") Ida; en déduire que l'on a 

L >-2'11:RI1'(0)1. 

Montrer, dans les mêmes conditions, que l'aire A de l'image du disque 
fermé Izi < R, par la même application, est donnée par: 

A=j"r 11'(x + b)llIdxdy; 
J'Z,";;R 

en déduire l'inégalité suivante: 

A >- 'll:R2 11'(0)1 2. 

(Passer en coordonnées polaires, et remarquer que l'on a, pour 0 < r< R, 

If'(0)1 2= 4:. 1 fo2" f' (rei8) dal2 

<_1_ r2"I1'(rei8)llIlJals"da = .!... r""lf'(rei&)1 2 da, 
4'11:2 Jo 0 2'11: Jo 

en vertu de l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales.) 

3. Montrer que, sif (z) est holomorphe dans un ouvert contenant le disque 
fermé Izl < l, on a 

~ r f(z) dz = ~f(o) s~ < l, 

2r.z k,=tz - a (f(o) - f(l/"a) si lai> l, 

l'intégrale étant prise dans le sens direct. (Utiliser l'Exerc. 1. b) du chapitre II 
et la formule intégrale de Cauchy.) 

4. Soitf(z) une fonction holomorphe dans le plan.tout entier, et supposons 
qu'il existe un entier n, deux nombres réels positifs R, M, tels que l'on ait 

pour . Izl >- R. 

Montrer qu'alors f (z) est un polynôme de degré au plus n. 
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5. Soit f une fonction holomorphe non constante dans un ouvert connexe 
D, et soit D' un ouvert connexe tel que son adhérence 1)' soit compacte 
et contenue dans D. Montrer que, si If (z) 1 est constant sur la frontière de 
D', il existe au moins un zéro def (z) dans D'. (Démonstration par l'absurde, 
en considérant IJf(z).) 

6. Soient D un ouvert borné et connexe, et considérons n ~ints P 1> PB' •.• , 
PlI dans le plan R2. Montrer que le produit PP1.PPB ..... PP. des distances 
d'un point P, variant dans l'adhérence TI, aux points Pl' Pa, ... , Pn, atteint 
son maximu~ en un point de la frontière de D. 

7. Soitf(z) une fonction holomorphe dans le disque Izl <R, et posons 
M(r) = sup If(z)l, pour 0 < r < R. Montrer que 

l'I=r 

a) M(r) est une fonction continue et croissante (au sens large) de r dans 
0< r<R; 
b) sif(z) n'est pas constante, M(r) est strictement croissante. 

8. «Théorème des trois cercles» d'Hadamard : soit f (z) une fonction 
holomorphe dans un ouvert contenant la couronne fermée 

rI < Izi < rB (0 < rI < rB)' 

et posons M(r) = sup If(z)l, pour rI < r < r •• Montrer que l'on a 
I:\=r 

l'inégalité suivante: 
101rl-10,r 10,r-lo(r, 

M(r) < M(rl ) 10gr,-lo,r,. M(r.) 10".-log r" 

pour rI < r < r •. (Appliquer le principe du ..maximum à la fonction 
zP( (f (z) )q, avec p, q entiers et q> 0; choisir ensuite ct réel tel que 
ri M(r l )= riM(ra), et une suite de couples d'entiers (Pno q.) telle que 
lim p.Jq. = ct.) Vérifier que l'inégalité (1) exprime que log M(r) est une 
n~" 

fonction convexe de log r, pour rI < r < r •. 

9. Soit f (z) holomorphe dans 1z1 < R, et posons 

I.(r) =.!.. r2
" If (reit ) 12 dll, pour 0 < r < R. 

2'ICJo 

Montrer que, si a. désigne le n-ième coefficient de Taylor de f(z) au point 
z = 0, on a 

I.(r) = ~ la,,12r··; 
.~o 

en déduire que, si 0 < r < R, 

III 
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(i) 12(r) est une fonction continue croissante de r (au sens large); 

(ii) on a If(o)l2 -< 12(r) -< (M(r»:&, (M(r) a le même sens que dans 7»; 

(iii) log 12(r) est une fonction convexe de log r, dans le cas oùfn'est pasiden­
tiquement nulle (montrer que, si on pose 

s = logr, J(s) = 12(e') = ~ lan I2e2/1', on a 
n~O 

(1 J)" = J"J - (J/)2. 
og Ji' 

pour montrer que JJ"- (J/)2 > 0, utiliser l'inégalité de Cauchy-Schwarz 
pour les séries absolument convergentes : 

10. Soit f une fonction holomorphe dans le disque Izi < l, telle que 
If(z) 1 < 1 dans ce disque; s'il existe deux points a, b distincts dans le 
disque tels que f(a) = a, f(b) = b, alors on a f(z) = z dans le disque. 

( Considérer la fonction g(z) = h(z) ~ a), avec h(z) = f(' z + ~ ), pour 
I-a Z 1 + az 

('b-a) b-a laquelle on a g(o) = 0, g ~b = ---b' et Ig(z)1 < 1 dans le 
d. ) 1 - a 1 - a Isque . 

1 1. Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert contenant le disque 
Izl -< R. On pose, pour 0 -< r -< R, 

A(r) = sup Re(f(rei8». 
O~8~2" 

(i) Montrer que A(r) est une fonction continue croissante (au sens large) 
de r (remarquer que eRef(:) = lef«)I). 

(ii) Montrer que, si on a de plusf(o) = 0, on a, pour 0 -< r < R, 

2r ) M(r) -< R _ r A(R . 

(Considérer la fonction g(z) =f(z)f(2A(R) - f(z».) 

(iii) Montrer que l'on a, pour 0 -< r < R, 

M(r) ~ R 2 r r A(R) + ~ + ~1f(0)1 



Exercices 

12. Soit x un paramètre complexe. 
(i) Montrer que le développement de Laurent de la fonction 

à l'origine z = 0, est de la forme suivante: 

pour o<lzl<+ 00, 

avec 

an = - e"'C08t cos nt dt, pour n ~ o. 110" 
'It 0 

Montrer que l'on.a de même pour la fonction exp (x(Z-~)/2), le 
développement SUivant : Z 

avec 

bn = - cos (nt-x sin t) dt, Il'' 
'It 0 

pour n >- o. 

(Remarquer que, si z' = - I/Z, on a 

exp (~(z'- I/Z')/2) = exp (x(z- I/Z)/2), pour 0< Izl < + (0). 

(ii) Soient m, n deux entiers >- o. Montrer que l'on a 

(± I)p(n + 2p)! SI' 
1 r (Z2 ± I)m dz _ p! (n + P)!' m = n + 2P, avec p 

2'1ti Jlz l=\ zm+n+l - entier >- 0, 
o dans les autres cas, 

et en déduire les développements en séries entières de an, bn comme fonctions 
du paramètre x (bn, comme fonction dè x, porte le nom de fonction de 
Bessel de première espèce). 

13. Soitf(z) une fonction méromorphe au voisinage de l'origine Z = 0, 

et admettant un pôle simple à l'origine. Soit x un nombre complexe quel­
conque. Montrer que le développement de Laurent de la fonction de Z 

a la forme suivante : 

f'(z) 
f(z) - x 

_.2... + Ul + U~ + ... + un+lZn + ''', z 
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OÙ Un est un polynôme en x, de degré n exactement. (On pourra faire 
une identification, en utilisant le développement de Taylor de la fonction 
;;,f(;;,)·) 

14. Soit f(z) une fonction holomorphe dans le ,demi-plan supérieur p+ 
défini par Im(z) > 0; supposons f(z + 1) = f(z) pour tout ze p+. 
Montrer qu'il existe une fonction holomorphe g(t) dans le disque pointé 
0< Itl < l, t;!lle que l'on ait 

f(;;,).= g(eki:) , pour ;;,eP+. 

En déduire quef(;;,) possède un développement de la forme suivante: 

f (;;,) = ~ ane21ti/~1 
-oo<n<+ao 

avec 

pour y> 0 quelconque. Montrer que cette série converge normalement 
sur tout compact dans p+. Montrer que, s'il existe une constante M > 0 

et un entier no tels que l'on ait 

If(x + v)1 < Mekn.,. pour tout Y assez grand. 

et uniformément en x, alors le développement est de la forme suivante : 

f(;;,) = ~ ane21tin! 
n~-no 

15. (i) Montrer que la fonctionf(;;,) = I/(e: - 1) est méromorphe dans 
le plan C tout entier, et admet les points ;;, = 2P7ti, P e Z, comme pôles 
simples. Calculer le développement de Laurent au point ;;, = 2p'lti. Si 
an (n ~ - 1) désigne les coefficients du développement pour p = 0, 
montrer que ,a2'1 = 0 pour q entier> l, et que si on pose 

Bn = (- I)n-l(2n)! a2n-l pour n~ l, 

montrer que l'on a la relation de récurrence suivante: 

(2n + I)! 

pour n ~ 1 (par identification des coefficients dans les deux membres de 
la relation 
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(ii) On pose, pour n ~ l, f,..(;;,) = Il (1 ). 
z"e'-I 

Soit T'" le périmètre du carré ayant pour sommets les points d'affixes 
+ (2m + 1)'2t + (2m + 1)'2ti. Montrer que l'on a 

Ih.(z)1 -< 2/«2m + 1)'2t)Bn si z est sur Tm, 

et en déduire, en intégrant f,..(t:) le long du contour Tm dans le sens 
direct, et en faisant m-.oo, que l'on a 

~ I/pll. = (2'2t)BnB •. 
p~l 2(2n)! 

(N. B. Les nombres B. s'appellent les nombres de Bernoulli.) 

16. Soit c un point singulier essentiel d'une fonction holomorphe f(;;) 
dans un disque pointé D : 0 < Iz - cl < p. 
(i) , Quels que soient ye C, ! > 0, montrer qu'il existe un z' e D et un 
nombre réel i' > 0 tels que l'on ait 

ïS.(f(Z'), i') c: à n à(y, i), 

où à désigne l'image de D par la transformation Z - f(z); on note à(b, r) 
(resp. à(b, r» le disque ouvert (resp. fermé) centré en b, et de rayon r 
(Remarquer que la proposition 4. 2 du § 5 entraîne que à est ouvert (cela 
résulte aussi du théorème du chapitre VI, § 1, nO 3), et utiliser le théorème 
de Weierstrass, nO 4, du § 4)' 

(ii) Soient D" le disque pointé 0 < Iz - cl < p/2·, et d. son image par J, 
pour n ~ o. Étant donnés yo e C, &0 > 0, montrer, par récurrence sur n, 
'l'existence d'une suite (&.)";;>1 de nombres réels positifs tels que 
&0 > &1 > &11 > "', et d'une suite (Z.).;;>l de points de D, satisfaisant aux 
conditions ,suivantes : 

ll.(f(ZI)' &1) c: d n d(yo, &0), 

ll.(f(Z.+1)' &11+1) c::: d n d(f(z.), &.) pour n ~ 1; 

en déduire qu'il existe ye d(yo, &0) et une suite (cn).;;>o de points de D telle. 
que 

f(C II ) = y pour tout n, lim cn = c; 

donc f n'est univalente dans aucun disque pointé 0 < Iz - cl < r, aUSSI 
petit que soit r > o. 

17. Soit cp : (x, y, u) _ Z la projection stéréographique de S2 - P sur C. 

(i) Exprimer x, y et u en fonction de z. 
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(ii) Montrer que si C est un cercle de SI' qui ne passe pas par P, tp(C) 
et un cercle dans le plan C, et que si C passe par P, tp(C - P) est une droite 
dans C. 

(iii) Soient ~l> ~I e C; pour que tp-l(~l)' tp-I(~2) soient antipodaux, il 
faut et il suffit que l'on ait ~1.ZI= - 1. 

(iv) Montrer que la distance PIP2 (dans Ra) entre 

et 

est donnée par la formule suivante : 

Que devient cette formule quand ~2 tend vers le point à l'infini? 

18. Montrer qu'une fonction méromorphe partout sur la sphère de Rie­
mann est nécessairement rationnelle. (Montrer d'abord qu'une telle 
fonction n'a qu'un nombre fini de pôles.) 

19. Théorème de Rouché : soient f(~), g(~) deux fonctions holomorphes 
dans un ouvert D, et soit r = (r,),el le bord orienté d'un compact K 
contenu dans D. Si on a 

If(~)1 > Ig(~)1 sur r, 

montrer que le nombre de zéros de f(~) + g(~) dans K est égal au nombre 
de zéros de f (~) dans K. (Considérer les chemins fermés for " i e l, et 
appliquer la proposition 4. 1 du § 5, et la proposition 8.3 du chapitre II, § 1). 

Exemple. Si f(~) est holomorphe dans. un ouvert contenant le disque 
fermé I~I ~ l, et si If(~)1 < 1 pour I~I = l, alors l'équation f(~) =~ .. 
admet exactement n solutions dans I~I < l, pour tout entier n ;> o. 

20. Calculer les intégrales suivantes par la méthode des résidus : 

1+ 00 dx 1+ 00 cos 2ax - cos 2bx 
(i) (b 2) (a, b > 0), (ii) 2 dx (a, b réels), 

o a+x" '0 x 

("')1+oox2-a2sinxdx ( > ) (') t" cosntt/t A I..J.. )(' té 
III 0 Xl + a2 x a 0, IV Jo 1 _ 2a COli t + ail ~ a .,... 1 10 grer 

la fonction .t"/(~ - a)(~ - lIa) sur le cercle unité). 

21. Intégrer la fonction f (~) = ( 2 ~) l'oÙ log désigne la déter-
~ +a og~ 

mination telle que - '/t ~ arg ~ ~ '/t, le long du chemin fermé 8(T, If 
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défini comme suit: on parcourt successivement l'axe réel négatif de 
- r à - _, puis le cercle "((!), de centre 0 et de rayon !, dans le sens 
indirect, puis l'axe réel négatif de -! à - r, et enfin le cercle "((r), de 
centre 0 et de rayon r, dans le sens direct (0 < S < a < r); en déduire 
que l'on a 

r.... dx '!t 1 
~ 0 (x2 + a2)((10g X)2 + '!t ll) = 2a((10ga)2 + '!t2/4) - 1 + aS' 

22. Soient a > 0 et v réel. Montrer que l'on a 

r'" cos vx dx '!t sin va 
)0 ch x + ch a = sh '!tv sh a' 

en intégrant la fonction ei"/(ch Z + ch a) le long du périmètre du rec­
tangle ayant pour sommets + R, + R + 2'!ti. 

23. (i) Soit n un entier >- 2. Montrer que l'on a 

r"'~_ '!t/n 
.10 1 + x" - sin ('!t/n) , 

en intégrant la fonction 1/(1 + ZR) le long du contour formé par le segment 
[0, R] de l'axe réel positif, l'arc représenté par Reil, 0 < t < 2'!t/n, et le 
segment représenté par rel~iln, 0 < r < R. 

(ii) Soient n un entier >- 2, et IX un nombre réel tel que n > 1 + IX > o. 
Évaluer par la même méthode l'intégrale 

ï x~dx 

Jo 1 +x,,' 
24. Soient p, q deux nombres réels > 0, n un entier >- 1. En intégrant la 
fonction zn-Ir: le long d'un contour analogue au précédent (dans l'exercice 
23), mais avec l'angle à l'origine convenablement choisi, montrer les rela­
tions suivantes : 

25. (i) Montrer que la fonction 7t cotg 7tZ est méromorphe dans tout le 
plan complexe, qu'elle a comme pôles simples les points z = n, n entier .. 
et que son résidu au pôle z = n est égal à 1 quel que soit n. Soit 

f(z) = P(z)/Q(z) 
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une fraction rationnelle telle que deg Q > deg P + l, et soient al> a2, ••• , 

am ses pôles simples, bl, b2, ••• , bm les résidus correspondants. On suppose 
de plus que les ag ne sont pas entiers, pour 1 ~ q ~ m. Désignons par 1n 

le périmètre du carré ayant pour sommets ± (n + --;) ± (n + --; ) i, 
n entier positif. Montrer qu'il existe deux nombres réels positifs Ml' K, 
qui ne dépendent pas de n, tels que l'on ait 

a) 
b) 

11t cotg 1tzl .:e;;;; Ml sur "(II' 

1 J (z) 1 .:e;;;; Kllzl l pour Izl assez grand. 

En déduire que l'on a 

et que 

(1) 

( Remarque: b) entraîne que Hm ~ J(p) existe, donc on peut 
At "'.00 -1l~p::;R' 

remplacer le premier membre de (1) par -,.,t,.-;.,.f(P)') 
Exemple: ~ I/(a + bn2), ~ nB/en' + a4) (a, b réels positifs). 

R~I n~1 

(ii) Montrer que la conclusion reste vraie même si on a seulement 
deg Q> deg P. (Montrer d'abord qu'on peut écrire J (z) = g(z) + cjz, 
avec une constante c, une fraction rationnelle g(z) qui satisfait aux condi-

. d (') . ( cotg 7.Z d (1" 1 . tIOns el; montrer ensUIte que - Z = 0 es mtegra es prIses 
.., Yn Z 

R 1· ~ sur deux côtés opposés se détruisent). emarque: lm...-
1 d) IL n·.(i#C-n~p~n' 

n'existe pas en généra ans ce cas. 
J(p) 

Exemple: Calculer Hm ~ _1_. et en déduire la valeur de !. ~2' 
n+oo _n~p~nX-p p?>t X -p 

pour x non entier. 

(iii) Soit IX un nombre réel tel que - 'It < IX < 'it. Montrer que : 
c) il existe un nombre réel positif M2' qui ne dépend pas de n, tel que 
l'on ait 

--~M l ei'" 1 sin'ltz ..... 2 sur "(n, 

d) . lei'" hm . dz = o. 
... 00 T"Z sin 'ltZ 
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(Remarquer que l'on peut écrire 

où y~ (resp. y!) àésigne le segment de droite représenté par z =n + 2...+ V, 
2 

Iyl < n + ~ (resp. Z = x + i( n + ~ ). Ixl < n + -;-), et utiliser l'exercice 

14) du chapitre 1.) En déduire enfin que, si f (z) est une fraction rationnelle 
satisfaisant aux conditions de (ii), on a 

lim ~ (- I)P f(p)ei&P = - ~ L: bq .ei&aQ • 

R-)ooOD -"~p~,, i~q~m sIn 'JtQq 

Exemple: prendre fez) = I/(X - z), et montrer que, si - ~ < ex <~, 
on a 

~ 
~ _ 1 n cos exn = ~ cos cxx __ 1_, 

n~1 ( ) Xl -:- nI 2X s~n ~x 2Xl 

~ ( )nnsln exn _ ~ .sIn cxx .!.J -1 ----, 
n~1 x2 - nI! 2 sin ~x 

pour x =1= 0, + l, + 2, ... 
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Fonctions analytiques de plusieurs variables; 
fonctions harmoniques 
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1. Séries entières à plusieurs variables 

Dans ce qui suit, on se bornera à raisonner dans le cas de deux variables 
pour ne pas compliquer les notations; mais le raisonnement se transpo­
serait sans difficulté au cas d'un nombre fini quelconque de variables. 

I. L'ALGÈBRE K[[X, Y]] 

Une série entière formelle en X et Y à coefficients dans un corps K est 

une expression de la forme S(X, Y) = ~ ap,qXpYq, où les coefficients ap,q 

appartiennent au corps K. p, q~O 

On définit, comme au chapitre I, § 1, l'addition de deux séries entières 
formelles et la multiplication d'une série entière formelle par un scalaire. 
L'ensemble K[[X, .Y]] des séries formelles est ainsi muni d'une structure 
d'espace vectoriel sur le corps K. On définit le produit de deux séries entières 
formelles, et K[[X, Y]] devient une algèbre. 
On définit ['ordre d'une série entière formelle non identiquement nulle: 
c'est le plus petit entier n tel que 

~ ap, qXpYq # o. 
p+q=. 

On montre que l'ordre du produit de deux séries non nulles est égal à la 
somme des ordres de ces séries; en particulier, K[[X, Y]] est un anneau 
d'intégrité. 
Nous ne développerons pas la théorie de la substitution de séries entières 



§ 1. Séries entières à plusieurs variables 

formelles aux lettres X, Y, théorie qui ne présente du reste aucune diffi­
culté particulière. Les séries que l'on substitue doivent être d'ordre ~ I. 
A titre d'exercice, le lecteur pourra démontrer une proposition analogue 
à la proposition 5. 1 du § 1 du chapitre 1. 

2. DOMAINE DE CONVERGENCE D'UNE SÉRIE ENTIÈRE MULTIPLE 

On suppose désormais que le corps K est l'un des corps R oU C. Comme 
on le fait au chapitre l, § 2, na 3, on associe à chaque série formelle 

~ ap,qXPyq 
p, q~O 

la série à termes positifs (ou nuls) 

~ lap,ql (r1)P(rS)q, 
p, q~O 

r1 et r2 désignant deux variables réelles ~ o. 
Soit r l'ensemble des points (r1' r2) du quart de plan r1 ~ 0, r2 ~ 0, 

tels que ~lap,ql(r1)P(r2)q < + 00. La série ~ Qp,q(Zl)P(Z2)Q est donc 
p, q p, q 

absolument convergente pour tout couple de nombres (réels ou complexes) 
Zl et Z2 tels que IZ11 <; r1, IZ21 <; r2• L'ensemble r n'est pas vide, car il 
contient évidemment l'origine (0, 0). 

Dijinition. On appelle domaine de convergence de la série S(X, Y) l'ensemble ~ 
des points du quart de plan rI ~ 0, r 2 ~ 0 intérieurs à r. 
Le domaine de convergence est donc un ensemble ouvert du quart de plan. 
Cet ensemble peut être vide: il est en effet facile de construire un exemple 
où r se réduit à l'origine. 
Si on applique la définition précédente dans le cas d'une seule variable z, 
on voit que le domaine de convergence n'est pas autre chose que l'intervalle 
[0, p[, p désignant le rayon de convergence de la série entière. 

PROPOSITION 2. I. Pour que (r1' r2) e~, il faut et il suffit qu'il existe ri> r1, 
r4> r2 tels que (ri, r~)er. 

La condition est nécessaire, puisque la série ~ lap,ql (ri)P(r.)q doit converger 
p,q 

en tout point suffisamment voisin (r1' r2). Elle est suffisl!/.nte, car alors r 
contient tous les points (Pl' P2) tels que Pl <; ri, P2 <; r~, et par suite le 
point (r1' r2 ) est intérieur à r. . 
En particulier, une condition nécessaire et suffisante pour que le domaine 
de convergence ~ ne soit pas vide est qu'il existe au moins un couple 
(r1' r2) de nombres> 0 tels que 

~ lap ,ql(r1)p(r2)q < + 00. 
p,q 
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PROPOSITION 2. 2. Si (rl> rz) appartient au domaine de convergence, la série 
S(ZI' zz) converge normalement pour lotll -< rl> IZzl -< r2• Si Clotll, lotI!) n'ap­
partient pas à l'adhlrence de r, la série S (ot l> ot 2) est divergente. 

La démonstration repose, comme dans le cas des séries à une variable, 
sur le lemme d'Abel : 

LEMME. Si lap.ql(rOl!(r~)'1 -< M (M indépendant de pet q), et si rI < ri, 

rz < r~, alors la série ~ap.q(otl)P(Z2)q converge normalement pour lotll -< rI' 
lotsl -< rI' P. q 

Ce lemme se démontre aisément en majorant les valeurs absolues des 
termes de la série par les termes d'une progression géométrique double. 
On laisse au lecteur le soin de déduire la proposition 2. 2 du lemme d'Abel. 

Par abus de langage, on appelle aussi « domaine de convergence» l'en­
semble des couples (otl' Z2) tels que (Iotll, ~otzD appartienne au domaine de 
convergence t::.. De même, pour une seule variable complexe Z, le domaine 
de convergence est le disque ouvert loti < p, p désignant le rayon de conver­
gence. 

3. OPÉRATIONS SUR LES SÉRIES ENTIÈRES CONVERGENTES. 

PROPOSITION 3. 1 (addition et multiplication des séries entières). Soit un ouvert 
D contenu dans le domaine de convergence de la série A(X, Y) et dans celui de la série 
B(X, Y). Alors D est contenu dans le domaine de co,nvergence de chacune des séries. 

S(X, Y) = A(X, Y) + B(X, Y), 

De plus, si ,(lzll, IZ21) e D, on a 

S(ZI' Z2) = A(Zl' Z2) + B(zl' Z2), 

P(X, Y) = A(X, Y) .B(X, Y). 

La démonstration est analogue à celle donnée dans le cas des séries à 
une variable. 

On définit d'une manière évidente les dérivées partielles d'une série 

entière S(X, Y) = ~aJ" '1XPY'I : 
P. q 

P L ,· ()S • J • J l ,. S ROPOSITION 3. 2. a sene è)X a meme uomazne ue convergence que a sene . 

Lorsque (IZll, IZ21) est dans ce domaine, lafonction ~i (Zl' zz) est la dérivée partielle 

(par rapport à la variable réelle ou complexe Zl) de laJonction S(Zl> Z2)' 



§ 2. Fonctions analytiques 

La démonstration est calquée sur celle de la proposition 7.1 du chapitre 1 § 2. 

Au moyen de dérivations successives on démontre la formule 

(3. 1) a =_1_ ôP+9S (0, 0) 
p.q p! q! b~f 04 

2. Fonctions analytiques 

On considère ici des fonctions de plusieurs variables réelles ou complexes, 
définies dans un ensemble ouvert D. Pour simplifier on' raisonnera sur le 
cas des fonctions de deux variables. 

1. FONCTION DÉVELOPPABLE EN SÉRIE ENTIÈRE 

Définition. On dit qu'une fonction f(x, y), définie au voisinage d'un point 
(xo, Yo), est développable en série entière au point (xo, Yo) s'il existe une série 
entière formelle S(X, Y) dont le domaine de convergence ne soit pas vide 
et telle que l'on ait: 

f(x, y) = S(x - xo, y - Yo) 

pour lx - xol et Iy - Yol assez petits. 
La série entière S, si elle existe, est unique d'après la formule (3. 1) du § 1. 

En raisonnant comme au chapitre l, § 4, on établit les propriétés suivantes : 
Si f(x, y) est développable en série entière au point (xo, Yo), la fonction 
f est indéfiniment dérivable dans un voisinage de (xo' Yo)' Le produitfg 
de deux fonctions f et g développables en série entière au point (xo, Yo) 
est développable en série entière au point (xo, Yo); si ce produit est identi­
quement nul dans un voisinage de (xo,Yo)' alors l'une au moins des fonctions 
f et g est identiquement nulle au voisinage de (xo, Yo)' 

2. FONCTIONS ANALYTIQ.UES; OPÉRATIONS SUR CES FONCT,IONS 

Définition. Une fonction f(x, y) à valeurs réelles ou complexes, définie 
dans l'ouvert D, est dite analytique dans D, si, pour tout point (xo' Yo) e D, 
la fonction f (x, y) est développable en série entière au point (xo, Yo)' 

Nous nous bornerons à énoncer sans démonstration les propriétés suivantes : 

Les fonctions analytiques dans un ouvert D forment un anneau, et même 

une algèbre. Si f(x, y) est analytique dans D, n est analytique en 
tout point (xo, Yo) e D où f(xo, Yo) =1= o. x, y 
Toute fonction analytique dans D est indéfiniment dérivable, et ses dérivées 
sont des f"nctions analytiques dans D. La composée de deux fonctions 
analytiques est analytique: d'une façon précise, sif(x,y, ~) est analytique 
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dans D, et si gl(U, v), gt(u, v), ga(u, v) sont analytiques dans un ouvert D' 
et prennent leurs valeurs dans D, alors la fonction composée f(gl(U, v), 
g2(U, v), ga(u, v)) est analytique dans D'. 

PROPOSITION 2. I. La somme d' wze série entière multiple est une fonction analytique 
des variables dans le domaine de convergence. 
La démonstration serait analogue à celle de la proposition 2. 1 du § 4 
du chapitre I. Le lecteur énoncera une proposition analogue à la proposition 
2. 2 du même paragraphe. 

3. PRINCIPE DU PROLONGEMENT ANALYTIQ.UE 

THÉORÈME. Soit f(x, y) une fonction analytique dans un ouvert connexe D, et 
soit (xo, Yo) e D. Les conditions suivantes sont équivalentes: 
a) f et toutes ses dérivées s'annulent au point (xo,Yo); 
b) f est identiquement nulle dans un voisinage de (xo, Yo); 
c) f est identiquement nulle dans D. 

La démonstration est calquée sur celle du théorème du chapitre I, § 4, nO 3. 

COROLLAIRE 1. L'anneau des fonctions analytiques dans un ouvert connexe D est 
un anneau d'intégrité. 

COROLLAIRE 2 (principe du prolongement analytique). Si deuxfonctions ana­
lytiques f et g dans un ouvert connexe D coïncident au voisinage d'un point de D, 
elles sont identiques dans D. 

3. Fonctions harmoniques de deux variables réelles 

1. DÉFINITION DES FONCTIONS HARMONIQ.UES 

Définition. Une fonction f(x, y) des deux variables réelles x et y définie 
dans un ouvert D est dite harmonique dans D si elle est deux fois conti­
nûment différentiable et satisfait à la condition : 

(I. 1) 
()2f ()2f 
()x2 + ()r = o. 

L'opérateur différentiel ()22 + ()22 s'appelle le laplacien. On le note sou-
t A ()X ()y 

ven ~. 

On définirait de même les fonctions harmoniques d'un nombre fini 
quelconque de variables réelles; mais ce qui va suivre ne s'applique qu'au 
cas de deux variables. 
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Introduisons les différentiations ,ô et ~_ par rapport à la variable complexe 
o~ o~ 

.e = x + €Y et à la variable conju~ée:e = x - €Y (Cf. chapitre II, § 2, nO 3)'. 
On a 

(1. 2) 

et par suite la condition (1. 1) est équivalente à la suivante : 

(1·3) 

La relation (1. 3) exprime donc quef est une fonction harmonique. 

Remarque. Les fonctions f considérées peuvent prendre des valeurs com­
plexes ou des valeurs réelles. Pour qu'une fonction à valeurs complexes 
f = P + iQ (P et Q étant à valeurs réelles) soit harmonique, ilfaut et il 
suffit, d'après (1. 1), que P et Q 'soient harmoniques. Nous désignerons 
souvent P par la notation Re (1) et Q par lm (f). 

2. FONCTIONS HARMONIQ.UES ET FONCTIONS HOLOMORPHES 

PROPOSITION 2. 1. Toute fonction Iwlomorphe est harmpnique. 

En effet, si f est holomorphe elle est indéfinimc.:nt dérivable. De plus 

on a ô! = 0, et en prenant la dérivée "ô on obtient la relation (1.3). 
~ ~ 

COROLLAIRE. La partie réelle et la partie imaginaire d'une fonction Iwlomorphe sont 
des Jonctions harmoniques. 

Par exemple, log I~I est une fonction harmonique dans tout le plan 
privé de l'origine; en effet, au voisinage de chaque point ~ =1= 0, log.e 
possède une détermination, et log I~I est la partie réelle d'une telle déter­
mination. 

PROPOSITION 2. 2. Toute fonction réelle g(x, y) harmonique dans un ouvert D est, 
au voisinage de chaque point de D, la partie réelle d'une fonction f Iwlomorphe au 
voisinage de ce point, et déterminée à l'addition près d'une constante. 

Démonstration. Puisque g est harmonique, on a ~g~ = 0, et par conséquent 
ô~ (I.e ô 

ôg est holomorphe dans D. La forme différentielle 2 -.l. tk admet donc 
~ ~ 
localement une primitive f; autrement dit, au voisinage de chaque point de 
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D, il existe une fonction 1, 
telle que 

déterminée à l'addition près d'une constante, 

(2. 1) 

Cette relation prouve quefest holomorphe. Passons à l'imaginaire conjugué 
dans la relation (2. 1); on obtient 

dJ = 2~~dz, 

puisque, la fonction g étant réelle, les fonctions i)g et I\~sont imaginaires 
i)z /)z 

conjuguées. En ajoutant (2. 1) et (2. 2) on obtient 

.!....d(f + J) = dg; 
2 

donc g est égale à la partie réelle de 1, augmentée éventuellement d'une 
constante réelle. 
Il reste à montrer que si deux fonctionsfl etf2' holomorphes au voisinage 
d'un même point, ont même partie réelle, leur différence f = fI - f2 
est constante. Or on a d(f + J) = 0, c'est-à-dire 

/)fd'Y + "ôJ...d~ = 0 
()z '" i)z '" , 

. . i)f 9.L 
ce qlU eXIge - = 0, _ = o. 

OZ OZ 
C.Q.F.D. 

Remarque. Étant donnée une fonction g réelle et harmonique dans un ouvert 
D, il n'existe pas toujours de fonctionf holomorphe dans D tout entier, et 
dont la partie réelle soit égale à g. Par exemple, si D est le plan privé de l'ori­
gine log :zl n'est" pas la partie réelle d'une fonction holomorphe dans D, 
puisque le logarithme de Z ne possède pas de détermination uniforme dans D. 
La proposition 2. 2 exprime seulement que toute fonction harmonique réelle 
est localement la partie réelle d'une fonction holomorphe. Cependant: 

COROLLAIRE. Si D est un ouvert simplement connexe, toute fonction g réelle et 
harmonique dans D est la partie réelle d'une fonction f holomorphe dans D. 

En effet, la forme différentielle 2 ~ dz admet une primitive dans D 
OZ 

(cf. chapitre II, § 1, nO 7, théorème 3). 

3. LA PROPRIÉTÉ DE MOYENNE 

On a vu au chapitre II, § 2, nO 1 que toute fonction holomorphe f dans un 
ouvert D possède la propriété de moyenne: pour tout disque fermé contenu 
dans D, la valeur de f au centre du disque est égale à la moyenne des 
valeurs de f sur le bord de ce disque. 
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PROPOSITION 3. I. Toute fonction harmonique dans D possède la propriété de 
moyenne. 

Il suffit de le démontrer pour une fonction harmonique à valeurs réelles; 
en effet le cas d'une fonction harmonique à valeurs complexes s'y ramène 
en séparant le réel et l'imaginaire. 
Soit donc g harmonique réelle dans D, et soit S un disque fermé contenu 
dans D. D'après le corollaire de la proposition 2. 2, il existe une fonctionf 
holomorphe au voisinage de S et dont la partie réelle soit g. La valeur def 
au centre de S est égale à la moyenne defsur le bord du disque; en prenant 
la partie réelle, on voit que la valeur de g au centre de S est égale à sa valeur 
moyenne sur le bord du disque. C.Q.F.D. 

Nous verrons plus loin (§ 4, nO 4) que réciproquement, toute fonction 
continue qui possède la propriété de·.moyenne est harmonique. Autrement 
dit, la propriété de moyenne caractérise les fonctions harmoniques. 

Au chapitre III, § 2, nO 2, on a démontré le principe du maximum pour toutes 
les fonctions continues (à valeurs réelles ou complexes) qui possèdent la 
propriété de moyenne. Le principe du maximum s'applique donc aux 
fonctions harmoniques. 

4. ANALYTICITÉ DES FONCTIONS HARMONIQ.UES 

PROPOSITION 4. 1. Toute fonction g(x, y), harmonique dans un ouvert D du plan, 
est une fonction analytique des variables réelles x et y dans D. En particulier, toute 
fonction harmonique est indéfiniment dérivable. 

Démonstration. On peut supposer g à valeurs réelles. La question étant de 
nature locale (puisqu'il s'agit de montrer que g est analytique au voisinage 
de chaque point de D), nous allons supposer que g(x, y) est harmonique 
dans le disque ouvert x2 + y2 < p2. Dans ce disque, g est la partie réelle 
d'une fonction holomorphe f; f est développable en série entière 

Dans cette série, remplaçons z par x +~, et considérons la série 

comme une série entière à deux variables x et y, étant entendu que, dans 
(4. 2), (x + ~)n est remplacé par son développement 

~ n! P(.)9 
(4. 3) (x + ~)n = ~ p'-I x V' • 

P+'/=II • q. 

Tous les points (x,y) tels que/xl + /y/< Il appartiennent au domaine de 
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convergence de la série double (4. 2). En effet, pour un tel (x, y), il existe 
rI > Ixl et r2 > Iyl tels que 

et l'on a 
rI + r2 = r < p, 

En particulier, la somme de la série (4. 2) est une fonction analytique dans 
le produit des disques 

Ixl<.L, 
2 

lyl<L. 
2 

Soit J(z) = ~ a.z" la somme de la série entière dont les coefficients a. 
'po 

sont conjugués aes coefficients de la série f(z). On a 

2g(X,y) =f(x +~) + l(x - ~). 

Pour la même raison que ci-dessus, la fonction J(x -~) est analytique 
dans l'ouvert (4. 4). Donc g(x, y) est une fonction analytique dans cet 
ouvert. Ainsi la fonction g est analytique au voisinage du centœ de tout 
disque ouvert dans lequel elle est harmonique. On en déduit la proposition 
4. 1. 

5. RECHERCHE D'UNE FONCTION HOLOMORPHE DONT LA PARTIE RÉELLE EST 

DONNÉE 

On a vu (proposition 2. 2) que toute fonction réelle harmonique g est loca­
lement la partie réelle d'une fonction holomorphe j, que l'on obtient 
par une intégration. On va voir maintenant que lorsque g (qui est ana­
lytique) est donnée par un développement en série entière, on peut obtenir 
f sans intégration. 
Supposons de nouveau g(x,y) harmonique dans le disque ouvert Xl + yI < p!, 
et reprenons les notations du nO 4. 
Considérons les deux séries entières formelles à deux variables X et Y: 

f (X + ,y) = ~ a.(X + 'Y)', J(X - ,y) = ~ a.(X - 'Y)'. 
A~O A~O 

On vient de voir que leur domaine de convergence contient l'ouvert 
(4.4). On va maintenant substituer à X et Y des nombres complexes x et y, 
pourvu qu'ils satisfassent à (4, 4); on obtiendra des séries absolument 
convergentes. 
Soit z un nombre complexe tel que Izi < p. On a, d'après (4· 5), 

(5. 1) 2gl-. ~ =f(z) + J(o). 1 Z z) 
\ 2 2' 
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Dans cette relation, remplaçons z par 0; on obtient: 

2g(0, 0) =f(o) + J(o). 

Par différence on a finalement la formule 

2g ('.i., ~) -g(o, 0) =f(z) + ~-(J(o) -f(o). 
2 2t 2 

La fonction cherchéef(z) est donc égale, à l'addition près d'une constante ima­
ginaire pure, à la fonction connue 

(5· 3) 2g ( {-, :i) -g(o, 0), 

obtenue par substitution de variables complexes dans le développement en série entière 
double de la fonction g(x, y) des variables réelles x et y. 

Remarque. Dans ce qui précède, on avait supposé que la fonction g(x, y) 
était harmonique dans le disque x2 + y2 < pZ. Mais la relation (5. 2) conserve 
un sens pour toute fonction g(x, y) analytique réelle et développable en 
série entière dans l'ouvert (4. 4); la fonctionf (z) qu'elle définit est dévelop­
pable en série entière pour Izl < p, donc holomorphe dans ce disque. Mais 
il n'est plus certain que g soit la partie réelle de la fonction holomorphe 
(5. 3)· On montrera, à titre d'exercice, que pour que g soit la partie réelle 
de (5. 3), il faut et il suffit que g soit harmonique. 

Exemple " considérons la fonction 

sin x cos x 
g(x, y) = cos2x +sh2y' 

Ona (
<. z) 2sin~cos~ 

2g -, --: = = tg Z, 
2 2t cos2~-sin2-~ 

2 2 

et par conséquent 
f(z) = tg Z. 

On peut vérifier que g est bien la partie réelle de tg Z; donc la fonction 
donnée g est bien harmonique; c'est la partie réelle de tg Z. 

4. Formule de Poisson; problème de Dirichlet 

1. REPRÉSENTATION INTÉGRALE D'UNE FONCTION HARMONIQ,UE DANS UN 

DISQ,UE 

Soit g(x,y) une fonction harmonique réelle dans le disque x2 + y2 < pz; 
g est la partie réelle d'une fonction holomorphe 

(1. 1) f(z) = ~ anzn, 
n~O 
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et l'on peut supposer ao réel, ce qui achève de déterminer la fonction f. 
Pour r < p, on a 

g(r cos 8, r sin a) = ao + ~ ~ rn(ane/nl + anr in"), 
2 nç-I 

la' convergence étant normale par rapport à a qui varie de 0 à 2'1':. On 
a, au second membre de (1. 2), un développement en série de Fourier 
dont les coefficients sont donnés par les formules intégrales 

1 12
" ao = - g(rcos a, rsin a) da, 

2'1': 0 

an = ~ r27"'g(rcos a, rsin a) da pour n>- 1. 
'1': Jo (reil)n 

Remplaçons, dans le second membre de (1. 1), les coefficients an par leurs 
valeurs tirées de (1. 3) et (1. 4). On obtient, pour Izl < r, 

(1. 5) 1 12
", [~ ( Z ) n] f(z) = - g(rcos a, rsin a) 1 + 2 ~ l da, 

2'1': 0 nç-I re' 

car on peut échanger la sommation et l'intégration en raison de la conver­
gence normale. Or 

d'où finalement la formule 

(1. 6) 1 12" • reil + Z f(z) = - g(rcos a, rsm a) -'6 -da, 
2'1': 0 re' -z 

valable pour Izl < r. 
Cette formule intégrale exprime la fonction holomorphe f(z) dans le 

disque Izl < r à l'aide de sa partie réelle sur le bord du disque. 
Dans (1. 6), prenons la partie réelle des deux membres. On obtient 

1 12" • r2-lzl2 g(x, y) = - g(r cos 6, r sm a) l '0 12 da 
2'1': 0 re' - Z 

(avec Z = x + ~). 
Cette formule est valable dans le disque ouvert x2 + y2 < r2, quelle que 
soit la fonction g harmonique réelle dans le disque x 2 + y2 < p2 (avec 
r < p). En fait la formule (1. 7) est aussi valable pour une fonction harmo­
nique g à valeurs complexes, comme on le voit en séparant le réel de l'imagi­
naire. La relation (1. 7) porte le nom de formule de Poisson, et la fonction 

(,-;-IZI ~2 qui figure sous le signe d'intégration s'appelle le noyau de Poisson. 
re' -Z 
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2. PROPRIÉTÉS DU NOYAU DE POISSON 

Fixons r et 6; alors le noyau de Poisson est une fonction de z = x + V', 
définie et harmonique en tout point sauf au point z = reil • Le fait que cette 
fonction est harmonique vient de ce qu'elle est la partie réelle de la fonction 

reil + z 
holomorphe -,../-1--· Le noyau de Poisson est nul en tout point du cercle 

re" -z 
Izl = r autre que le point Z = reil. Il est> 0 dans le disque ouvert Izl < r. 

Fixons maintenant r et Z, avec Izl < r. Alors le noyau de Poisson est une 
fonction périodique de 6, à valeurs strictement positives; si on considère 
cette fonction de 6 comme la densité d'une distribution de masses positives 
sur le cercle-unité, la masse totale de cette distribution est égale à + l, en 
vertu de la relation 

- d6 = 1 
1 12nr2-lz12 

2'1t 0 Irel' - zl2 

qui se déduit de (1. 7) en prenant pour g la constante 1 (qui est harmo­
nique). 

3. PROBLÈME DE DIRICHLET POUR UN DISQ.UE 

Le problème de Dirichlet consiste en ceci : une fonction continue est 
donnée sur le cercle de centre 0 et de rayon r, au moyen d'une fonction 
continue j(6), périodique de période 2'1t. On se propose de trouver une 
fonction F(.e) de la variable complexe z, définie et continue dans le disque 
fermé Izl < r, harmonique dans le disque ouvert Izl < r, et satisfaisant à 

F(reil) =j(6). 

En d'autres termes, il s'agit de prolonger la fonction continue donnée sur le 
cercle, en une fonction continue dans le disque fermé et harmonique dans 
le disque ouvert. 
On se bornera à considérer le cas où les fonctions donnée j et inconnue F 
sont à valeurs réelles; le cas des fonctions à valeurs complexes s'y ram~ne 
en séparant le réel et l'imaginaire. 

THÉORÈME. Le problème de Dirichlet pour un disque possède une solution et une seule. 

Démontrons d'abord l'unicité de la solt'\tion si elle existe. Si F 1 .:t Fil sont 
deux solutions du problème, la différence F 1 - F li = G est continue dans 
le disque fermé, harmonique dans le disque ouvert, nulle sur le bord du 
disque. Il suffit donc de prouver le : 

LEMME. Une jonction G, définie et continue dans un disque fermé, harmonique dans 
le disque ouvert, nulle sur le bord du disque, est identiquement nulle. 



IV. Fonctions analytiques de plusieurs variables; fonctions harmoniques 

En effet le disque fermé est compact; G atteint sa borne supérieure M 
en un point du disque fermé. Si M était> 0, ce point serait intérieur au 
disque. D'après le principe du maximum (cf. chapitre III, § 2), G serait 
constante et égale à M dans tout le disque ouvert, donc aussi dans le disque 
fermé par raison de continuité, et ceci contredit l'hypothèse suivant laquelle 
G est nulle sur le bord. Pour la même raison, la borne inférieure de G dans 
le disque fermé est o. Donc G est identiquement nulle. 

L'existence d'une solution du problème de Dirichlet va être établie au 
numéro suivant. 

4. SOLUTION DU PROBLÈME DE DIRICHLET POUR UN DISQ.UE 

Posons, pour Izl < r, 
1 127. r 2 -lzl 2 

F(z) = - 1(6) 1"8 12d6. 
2'1t 0 re' -z 

On va montrer que la fonction F ainsi définie est harmonique et que 
l'on a 

1(6 0) = lim F(z). 
Z'.:;.riGo 
l'I<r 

Donc la fonction F, prolongée par 1 sur le bord du disque, est une solution 
du problème de Dirichlet, ce qui achèvera d'établir le théorème du nO 3. 

La fonction F définie dans l'intérieur du disque par la relation (4. 1) 
est évidemment la partie réelle de 

et ceci est une fonction holomorphe de z dans le disque ouvert, en \"ertu 
de la différentiation sous le signe d'intégration. Donc F est bien harmonique 
dans le disque ouvert. 

Il reste à montrer la relation (4. 2). Voici l'idée de cette démonstration: 
le noyau de Poisson définit une distribution de masses positives 0" de masse 
totale l, qui dépend du point z intérieur au disque de rayon r. On va 
montrer que lorsque z tend vers un point reil., cette distribution de masses 
tend vers la distribution formée d'une masse + 1 placée au point reiQ •• 

D'une façon précise, si l'on se donne un arc la -601 < 11 du cercle de 
rayon r, contenant le point reil., la masse totale de la distribution 0, portée 
par cet arc tend vers 1 lorsque le point z tend vers reiQ •• Il revient au même 
de montrer que la masse totale de la distribution 0, portée par l'arc complé­
mentaire tend vers 0 lorsque z tend vers le point rei'· en restant intérieur 
au disque. Nous voulons donc prouver le : 
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LEMME. - L'intégrale 

1 l r 2 -lzl 2 
- • 1 d8 
2,; le-e.I>~ Irel ! - ZI! 

tend vers 0 quand Z tend vers reil• en restant de module < r. 

Démonstration du lemme,' posons z = pei~. Si lot - 801 -< 21.., on a 
2 

pour tout 8 satisfaisant à 18-801> 'rj. Donc, sous le signe d'intégration 
on a 

1 reil - zl >- r sin .!L, 
2 

et par suite l'intégrale (4. 3) est majorée par 1 (r2 - pB). Ceci tend 
r2sin221.. 

2 
bien vers 0 lorsque p tend vers r. 

Ce lemme étant maintenant établi, nous pouvons démontrer la relation 
(4.2). On a, compte tenu de (2. 1), 

F(z) -1(80) = 21 r (1(8) -1(80) Ir;;-IZI~2 d8 
,; JI&-eol~~ ,., - Z 

1 l r 2 -1.e1 2 + - (1(8) -1(80»1 ie 12d6• 
2,; le-eol>.. re -.e 

Donnons-nous E > o. La première intégrale du second membre de (4. 4) 
est, en valeur absolue, majorée par la borne supérieure de 11(8) -1(60)1 
quand 18 - 801 <; 1), puisque la masse totale de la distribution positive E. 

est égale à 1. Puisque 1 est continue, on peut choisir 1) de manière que la 

valeur absolue de la première intégrale soit -<...:..... Ayant ainsi choisi 1), 
2 

nous pouvons majorer la valeur absolue de la deuxième intégrale du second 
membre de (4.4) par 2 Mm, M désignant une borne supérieure de 11(8)1, 
et m désignant la valeur de l'intégrale (4. 3). D'après le lemme précédent, 
m tend vers 0 quand Z tend vers reie •• Donc dès que .e sera assez voisin de reit., 

la valeur absolue de la seconde intégrale sera -<...:..... On a alors 
2 

ce qui démontre (4. 2). 

Le théorème du nO 3 est ainsi entièrement établi, et la formule (4. 1) 
explicite la solution du problème de Dirichlet. 
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5. CARACTÉRISATION DES FONCTIONS HARMONIQUES 

PAR LA PROPRIÉTÉ DE MOYENNE 

On a VIU (§ 3, nO 3) que toute fonction harmonique possède la propriété 
de moyenne. La réciproque est vraie _: 

THÉORÈME. Toute fonction continue f dans un ouvert D, ayant la propri~é de 
moyenne dans D, est harmonique dans D. 

Démonstration. Il suffit de montrer que f est harmonique au voisinage de 
chaque point de D; pour cela nous allons montrer que si K est un disque 
fermé contenu dans D, f est harmonique à l'intérieur de K. Considérons 
la restriction de f au bord du disque K; d'après -Je théorème du nO 3, il 
existe une fonction F continue dans K, harmonique à l'intérieur de K, 
et qui coincide avecfsur le bord de K. La différence F - fest nulle sur le 
bord de K et satisfàit au principe du maximum à l'intérieur de K, puis­
qu'elle possède la propriété de moyenne. D'après le principe du maximum 
(cf. le lemme du nO 3), F - f est identiquement nulle dans K. Donc f 
coincide, dans l'intérieur de K, avec la fonction harmonique F, et par suite 
f est bien harmonique à l'intérieur de K. 

5. Fonctions holomorphes de plusieurs variables complexes 

1. DÉFINITION D'UNE FONCTION HOLOMORPHE 

Considérons n variables complexes Zk = xk + ~/' (1 <: k<: n). En raison· 
nant comme au chapitre II, § 2, nO 3, on voit que la différentielle d'une fonc­
tion continûment différentiable f s'écrit sous la forme 

(1. 1) 

Fixons toutes les variables saufla variable Zk; pour que la fonction partielle 

soit une fonction holomorphe de Zk, il faut et il suffit que ~ = o. S'il en 
()Zk 

est ainsi pour chacune des variables Zk, la différentielle tif est combinaison 
linéaire des tkk' Réciproquement, si tif est combinaison linéaire des tkkt 

la fonctionf est holomorphe séparément par rapport à chaque variable Zk' 

Définition. Une fonctionf (Zl> •.• , Zn) définie dans un ouvert D de l'espace C" 
des n variables Zk> est dite holomorphe dans D si elle est continûment diffé­
rentiable et si en outre sa différentielle tif est égale à 
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Il. est clair qu'une fonction analytique des variables complexes Z" est 
holomorphe. 

THÉORÈME. Une fonction continue dans un ouvert D, holomorphe séParément par 
rapport à chaque variable complexe Zk, est holomorphe dans D et même ana?1tique 
dans D. 

La démonstration de ce théorème va faire l'objet des deux numéros sui­
vants. Ce théorème entraînera notamment que toute fonction continue, 
holomorphe séparément par rapport à chaque variable Zk, est continûment 
différentiable et même indéfiniment différentiable. Il entraînera d'autre 
part l'équivalence <;les notions d'holomorphie et d'analyticité pour les 
fonctions de plusieurs variables complexes. 

2. FORMULE INTÉGRALE DE CAUCHY 

Considérons d'abord le cas de deux variables complexes Zl et Za. 

PROPOSITION 2. 1. Si f (Zl' Z.) est continue dans le produit des disques 

(2. 1) 

et holomorphe séparément par rapport à Zl et à Z. dans (2. 1), on a, lorsque 

IZkl <rk<pk (k = 1,2), 
f( ) __ 1_ rr Jili, ta) dtldt. 

(2. 2) Zl' Za - (2~i). J J (tl - Zl) (ta - Za)' 

~'intégrale double étant prise sur le produit des cercles Itll = rI et Ital = ra, chacun 
étant parcouru dans le sens direct. 

Démonstration. Fixons Z. dans le disque ouvert IZal < ra. La fonction 
f(zu z.) est holomorphe en Zl dàns le disque IZII < Pl. On peut donc lui 
appliquer la formule intégrale de Cauchy (chapitre II, § 2, nO 5) : 

Fixons maintenant t l tel que Itll = Tl. La fonction f(t u z.) est holo­
morphe en Z. pour IZal < P •. On a donc de même 

f(t l, z.) =....!.~ r f~tu ta) dt. pour IZal < T •• 
2~Z JI~.I=r. t. - z. 

Sous le signe d'intégration de (2. 3), remplaçonsf(tu Z.) par sa valeur 
tirée de (2.4). Puisque la fonctionf(t u t.) est continue, on obtient préci­
sément la formv.le (2. 2). 
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Remarque (due à Hartogs). Soitf (.~11 z.) une fonction définie et continue 
dans la réunion des deux ouverts (où i > 0 est très petit) : 

(A) 

(B) 
IZII < Pl' IZal < i, 

Pl - 1 < ~zli < Pl' Iz.1 < P.· 

Supposons que, dans (A), f soit une fonction holomorphe de ZlI et que, 
dam (B), f soit une fonction holomorphe de Z •• Alors f se prolonge en une 
fonction holomorphe des variables Zl et Za dans l'ouvert (2. 1), et cette 
fonction prolongée satisfait à la formule intégrale (2.2). 

Indications sur la démonstration. Choisissons arbitrairement Tl et TB tels que 
rI < Pl, rB < PB' mais assez grands pour que i< rB' ri> Pl - •. On va 
montrer que f se prolonge en une fonction, notée encore f (Zl' Z2)' holo­
morphe dans l'ouvert 

(2·5) 

et qui, dans cet ouvert, satisfait à (2. 2)., D'abord, la relation (2. 3) a lieu 
pour IZII < rI' IZal < i parce que f est holomorphe en Zl dans (A); 
ensuite, si I~ll = rll la relation (2. 4) a lieu pour IZal < ra parce que f 
est holomorphe en Za dans (B). Donc (2. 2) a lieu pour IZII < rll !z.1 < 1. 
Or le second membre de (2. 2) est une fonction holomorphe de Zl et z. 
dans (2. 5); si on note f(ZI' z.) la fonction ainsi prolongée, elle satisfait 
à (2. 2) dans (2. 5)' C.Q.F.D. 

La proposition 2. 1 possède un analogue pour les fonctions de n variables 
complexes. Dans ce cas la formule intégrale (2.1) est à remplacer par 

3. DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE n'UNE FONCTION HOLOMORPHE 

PROPOSITION 3. 1. Sous les mêmes hypothèses que dans la proposition 2. l, lafonctionf 
est, dans l'ouvert (2. 1), développable en série entière double 

(3. 1) 

La démonstration va être analogue à celle donnée dans le cas d'une variable 
complexe (cf. chapitre II, § 2, nO 6, théorème 3). 
On sait déjà que si le développement en série entière existe, il est unique 
car c'esr nécessairement le développement de Taylor de f à l'origine. Il 
suffit donc, étant donnés ri et r~ tels que 

ri < Ph 
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de trouver une série entière double qui converge nonnalement versf(Zl' z.) 
dans le produit des disques 

Choisissons ri et ri tels que Tl < ri < Ph r~ < r2 < PI; et appliquons la 
fonnule intégrale (2. 2) pour Izt\ < ri, Izii < r~. On a 

1 = ~. (ZI)P(Z.)9 , 
(~1 - Zl) (~. - Zll) P.9~O (~1)p+l(~1)9+1 

et cette série converge nonnalement pour Izd < rf, I~il = r, (i = l, 2). 
Sous le signe d'intégration du second membre de (2.2), remplaçons 

( )I(~ ) par sa valeur tirée de (3. 2). En vertu de la conver-
~1 - ZI • - z. 

gence nonnale on peut intégrer tenne à terme, et l'on obtient précisément 
(3. 1), où les coefficients ap,9 sont donnés par la fonnule intégrale 

La pr9position 3. 1 est ainsi démontrée. 
On a une proposition analogue pour n variables complexes. 

Il est clair que le théorème énoncé à la fin du nO 1 résulte de la propo­
sition 3. 1. 

Remarque. On peut démontrer qu'une fonction f(Zl' ••• , Zn), holomorphe 
séparément par rapport à chaque variable dans un ouvert D, est continue 
dans D, et par suite holomorphe. La démonstration est délicate et ne sera 
pas donnée ici. 

4. CALCUL DES COEFFICIENTS DU DÉVELOPPEMENT DE TAYLOR 

D'UNE FONCTION HOLOMORPHE 

Comme dans le cas d'une variable, les coefficients ap , 9 peuvent être exprimés 
par des intégrales portant sur la fonction f. Il suffit pour cela, dans la relation 
(3. 1), de remplacer Zl par r1e/°' et Z2 par rsei"; en intégrant tenne à tenne 
on obtient: 

On déduit de là les inégalités de Cauchy: 

1 1.:;:::: M(rl> ri) 
ap,q"", (r1)P(r.)q' 
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où M(rl' ra) désigne la borne supérieure de If (.cu .cs) 1 pour l.cll = ru 
l.csl = ra, ou, ce qui revient au même, pour l.cll ~ ru 1.c.1 ~ rs. 
On laisse au lecteur le soin d'énoncer le théorème analogue au théorème 
de Liouville, ainsi que le principe du maximum. 

5. COMPosmoN DES FONCTIONS HOLOMORPHES 

PROPosmON 5. 1. Soit f (.cu ... , .cn) une fonction holomorphe dans un ouvert D 
de Cn. Soient 

des fonctions holomorphes dans un ouvert D' de Cp. telles que leurs valeurs en chaque 
point de D' soient les coordonnées d'un point de D. 

(tl , ••• , tp) - f(gl(t l , ... , tp), ••• , gn(t1, ••• , tp») 

est unefonction holomorphe de tu ... , tp dans l'ouvert D'. 

Démonstration. On pourrait utiliser la méthode de substitution dans les 
séries entières convergentes. Comme nous n'avons pas exposé en détail 
cette question dans le cas de plusieurs variables, nous préférons donner 
ici une méthode dont le principe est entièrement différent. 

Par hypothèse, puisque f est holomorphe on a 

Puisque les fonctions gl< sont holomorphes, on a 

P 

kl< = ~ ~ dt}. 
}=t ut} 

On trouve la différentielle de la fonction composée f 0 g en substituant aux 
différentielles k" dans (5. 1), leurs valeurs tirées de (5. 2); donc d(f 0 g) 
est une combinaison linéaire des dti> et par suite f 0 g est une fonction holo­
morphe des tJ' 

6. THÉORÈME DES FONCTIONS IMPLICITES 

PROPosmON 6. 1. Soientfj (Xh ••• , X n ; .ch ••• , .cp), (j = l, ••• , n), desfonctions 
holomorphes au voisinage d'un point XJ = ab .cl< = CI<' Supposons que te déterminant 

fonctionnel clet () Ji) soit =1= 0 au point considéré. Alors les équations 
()xj' 

(6. 1) (j = l, ••• , n) 
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peuvent se rlsoudre lorsque les Xj sont assez voisins des ai> les Z/r sont assez voisins 
des Ch et les yj sont assez voisins des bj = Jj(ah ... , an; Ch ... , cp), deZa manière 
suivante: 

(6. 2) 

où les gj sont desfonctions holomorphes au voisinage du point (bh ... , bn; Ch ... , Cp). 

Dimonstration. On va se ramener au théorème classique des fonctions 
implicites de variables réelles. Posons 

Xj = xj + ixj, yj =yj + Vi, 
xj, xj, yj et yi étant réels. Le produit èXtérieur dxjl\dxj est égal à 

(dxj + idxj) 1\ (dxj - idxj) = - 2idx~ /\ dxj. 

Ainsi on a 

Or, lorsqu'on fixe Zh ••. , Zp, on a 

d'où par multiplication 

dyll\dYI/\" .l\dynl\dYn = Idet (~~~) 12 dxl/\dXI/\" ·I\dxnl\dxn. 

Compte tenu de (6. 3), cela signifie que le déterminant fonctionnel de 
y{,y'f, .. . ,y:.,j',. par rapport à xl, xr, ... , K.., x~ est égal à 

qui est =1= 0 au point (ah"" an; Ch"" Cp) par hypothèse. Appliquons le 
théorème des fonctions implicites : xi, x~, ... , x~ s'expriment (localement) 
comme fonctions continûment différcmtiables de yi, y~, ... ,y~ et des parties 
réelles et imaginaires de Zh ••• , Zp' Or le système d'équations linéaires 

montre que les dxj • sont des combinaisons linéaires des dYj et des tkk' Donc 
Xh ••• , Xn sont, en fait, des fonctions holomorphes des YI et des Z/r. 

C.Q.F.D. 
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Exercices 

I. Montrer que, si fez) est holomorphe dans un ouvert D, on a, pour tout 
zeD, 

Ci) 

(ii) 

~!f(z)12 = 4 I/'(z) 12, 

~log(1 + If(z)/2) = 41/,(z) 12/(1 + l1(z)12)3, 

~ désignant le laplacien défini au § 3, nO 1. 

2. (i) Soit g(z) une fonction holomorphe dans le disque Iz/ < R. Montrer 
que, si 0 < r < R, et si g(z) n'a pas de zéro dans le disque fermé Izi < r, 
on a la relation suivante : 

10glg(0)1 = ~ r210glg(reiG) Ide. 
2'ltJo 

(ii) Montrer que l'intégrale 

existe et que sa valeur est égale à 2'lt log r (r, t réels, r > 0). 

En déduire que, sif (z) est une fonction méromorphe et ==/= 0 dans le disque 

[zr < R, et si 0 < r < R, l'intégrale 12
'1t log /f(rei6) 1 de est convergente. 

(iii) Soient al' a2 , ••• , ar les zéros et bl' b2, ••• , bq les pôles de la fonctionf (z) 
considérée dans (ii), contenus dans le disque pointé 0 < Izi < r (chacun 
.d'eux étant compté autant de fois que l'exige son ordre de multiplicité), 
et soit 

le développement de Laurent de f à l'origine (n est donc un entier ~ 0). 
Montrer que l'on a 

(Considérer la fonction 

et montrer qu'elle est holomorphe et n'a pas de zéro dans un ouvert conte­
nant le disque fermé Izi < r, et que Ig(z)1 = If(z)1 si Izl = r.) 
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3· Les fonctions harmoniques considérées dans ce problème sont toutes 
supposées à valeurs réelles. 

(i) Sif(z) est harmonique dans le disque Izl < R, et sif(z) >- 0 partout 
dans le disque, montrer que l'on a les inégalités 

R -Izlf(o) ~f(z) ~ R + Izlf(o) 
R+lzl R-izi 

pour Mut Izi < R. (Utiliser la formule de Poisson et remarquer que le 
noyau de Poisson satisfait aux iné~alités 

(ii) En déduire que, si f(z) est harmonique et >- 0 dans un disque D(a, r) 
de centre a et de rayon r, on a 

1 
-f(a) <J(z) <; 3f(a) 
3 

pour tout z dans le disque D(a, r/2). 

(iii) Soitf(z) une fonction harmonique et >- 0 dans un ouvert connexe 
D du plan C, et soit K un compact contenu dans D. Montrer qu'il existe 
une constante M, ne dépendant que de D et K, telle que l'on ait 

quels que soient Zl' Zg dans K. (Montrer qu'il existe un nombre fini de 
disques fermés D. satisfaisant aux conditions suivantes: 

D:::lUD.:::lK, 
Il 

et, pour deux quelconques d'entre eux, soient Dp et Dq, il existe une suite 
D •• , ... , Dnk telle que DR. = Dp, D.k = Dq, et DRj_ 1 n Dili =1= ~ pour 
j = 2, 3, ... , k. Appliquer (ii) à chacun de ces disques.) 

(iv) Soit If. (z)! une suite de fonctions harmoniques dans un ouvert 
connexe D, monotone croissante (au sens large) : 

f. (z) <;fn+l(z) pour tout ze D et n = l, 2, ... 

S'il existe un aeD tel que sup If.(a) 1 < 00, montrer que la suitef,. (z) 
• 

converge, uniformément sur tout compact dans D, vers une fonction 
harmonique. (Remarquer l'équivalence de la convergence de la suite 

(f.(z»et celle de la série ~(Jn+l(Z) - f.(z») et appliquer (iii).) 
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4. Fonctions sous-harmoniques. Une fonction continue et à valeurs réelles 
définie dans un ouvert D du plan C est dite sous-harmonique si, quel que soit 
aeD, on a 

(SH) 

pour r > 0 assez petit. 

(i) Sif(z) est holomorphe dans un ouvert D, montrer que If (z) Ip est sous­
harmonique dans D, pour p ~ o. 

(ii) Si j.(z), v = I,2, .•. , n, sont sous-harmoniques dans D, alors les fonc­
tions suivantes sont aussi sous-harmoniques dans D : 

ft 

~ a.j.(z), av >- 0; 
.,.=1 

sup f,,(z). 
l~v~n 

(iii) Si une suite de fonctions sous-harmoniques j.(z) dans D converge 
uniformément sur tout compact dans D, la fonction limite est aussi sous­
harmonique. 

(iv) Montrer que le principe du maximum s'applique aux fonctions sous­
harmoniques; de façon précise: 

(I) Soit f sous-harmonique dans un ouvert D. Si f possède un maximum 
relatif en un point aeD (i.e.f(z) <'f(a) pour tout Z assez voisin de a), 
alors f est constante au voisinage de a. 

(2) Soient D un ouvert borné et connexe du plan, f une fonction sous­
harmonique dans D, et continue dans U. Soit M la borne supérieure de 
f(z) quand z parcourt la frontière de D. Alors 

(a)f(z) <. M pour tout zeD; 

(b) si f(a) = M en un point a e D, f est constante. 

(v) Soit r le bord orienté d'un compact K contenu dans un ouvert D. 
Montrer que, si u, v sont deux fonctions (à valeursréelles) ayant des dérivées 
secondes continues, on a 

["r (vâu - uâv) dxdy = r ('u /)v - v/)u) dx + (v/)u - u /)v)dy . 
L JK Jr /)y /)y /)x /)x 

(Utiliser la formule de Green-Riemann citée au chapitre II, § 1, nO 9; 

prendre d'abord P = - v ~~, Q = v /)u, puis échanger u et v.) En déduire 
/)y /)x 

que, si f(z) est une fonction définie dans D, ayant des dérivées secondes 
continues, et si a e D, on a 

J~r (âf)(z) dxdy = r2.,~ (a + rell) rde, 
J'-a~r Jo /)r 
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pour r> 0 assez petit. (Prendre dans l'égalité ci-dessus, u =J, v = 1.) 
En déduire que 

.!..12"j(a + peie) do = f(a) + (' dr 1~ r (~f)(z)dxdy 
2'1t 0 Jo 2'1tr J z-al":;r 

pour p> 0 assez petit, et montrer que !1f(z) ;;;;;,. 0, pour zeD, est une 
condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f (z) ayant des 
dérivées secondes continues soit sous-harmonique dans D. 

Exemple. Montrer que, si f (z) est holomorphe dans un ouvert D, la 
fonction log (1 + If(z) 12) est sous-harmonique dans D. 

5. Soitf (z) une fonction sous-harmonique dans le disque Izl < R. Montrer 
que, si 0 < rI < R, et si g (z) est la solution du problème de Dirichlet dans 
le disque Izl < r 1> telle que g(r 1ei&) = f (r 1eiO) , on a 

pour 0 < r < ri' En déduire que la fonction 

112
'1t m(r) = ~ f(re'8)dO 

2'1t 0 

est une fonction continue croissante (au sens large) de r dans 0 < r < R. 

6. Montrer que si f (z) est holomorphe dans le disque Izi < R, ex réel 
> 0, la fonction 

est continue croissante (au sens large) dans 0 < r < R. 
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CHAPITRE V 

Convergence des suites 
de fonctions holomorphes ou méromorphes; 
séries, produits infinis; famjnes normales 

144 

Dans ce chapitre on wnsidère exclusivement des fonctions d'une variable 
complexe. Cependant un grand nombre parmi les considérations qui 
suivent pourraient s'étendre au cas de plusieurs variables complexes. 

1. Topologie de l'espace è(D) 

1. CONVERGENCE UNIFORME SUR TOUT COMPACT 

Soit D un ouvert du plan complexe C. On notera constamment e(D) 
l'espace vectoriel des fonctions continues (à valeurs complexes) dans l'ouvert 
D. On notera J6(D) l'espace vectoriel des fonctions holomorPhes dans D. 

Définition. On dit qu'une suite de fonctions fn e e(D) converge uniformément 
sur tout compact si, quel que soit le compact K c D, la suite des restrictions 
fnlK converge uniformément. Cette définition s'applique en particulier au 
cas des fonctions de l'espace df,(D). 

On sait que la limite d'une suite uniformément convergente de fonctions 
continues est une fonction continue. Donc, si la suite des fonctions continues 
In converge uniformément sur tout compact de D, la fonction limite f est 
telle que sa restriction fi K à tout compact K c D soit continue. Comme 
tout point de D possède un voisinage compact contenu dans D, il s'ensuit 
que f est continue. 

Définition. On dit qu'une série ~ fil de fonctions 1" e f (D) converge llormale-
Il . 

ment sur tout compact de D, si, pour tout compact K c D, la série des restric-
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tions fIl K converge normalement. Autrement dit, sur tout compact K, la 
série donnée doit être majorée par une série convergente à termes constants 
positifs. Il est clair que si une série converge normalement sur tout compact, 
les sommes partielles de cette série forment une suite qui converge unifor­
mément sur tout compact. 

PROPOSITION 1. 1. Pour qu'une suite de fonctions f,. El e(D) converge uniformément 
sur tout compact de D, il suffit (et il faut) que, pour tout disque compact II c D, la 
suite des restrictions fn III converge uniformément. Énoncé analogue pour le cas d'une 
série normalement convergente. 

En effet, soit K un compact quelconque contenu dans D. On peut recou­
vrir K par les intérieurs d'un nombre fini de disques compacts contenus dans 
D. La propobition en résulte aussitôt. 

2. THÉO~ÈMES FONDAMENTAUX SUR LA CONVERGENCE DES FONCTIONS HOLO­

MORPHES 

THÉORÈME 1. Si une suite de fonctions ln El ~(D) converge uniformément sur tout 
compact, la fonction limite f est holomorphe dans D. 

Démonstration. On vient de voir que f est continue dans D. Pour montrer 
quefest holomorphe il suffit, d'après le théorème de Morera (chapitre II .. 
§ 2, nO 7, théorème 4) de montrer que la forme différentiellef(~) tk est 

fermée. Pour cela il suffit de montrer que 1 f(~) tk = 0 chaque fois que y 

est le bord d'un rectangle contenu dans D (cf. chapitre II, § 1, proposition 
4. 1). Or sur le bord du rectangle, f est limite uniforme de la suite des fn, 
et on a donc 

;: f (~) tk = li~ ;: f .. (~) tk = 0, 

ce qui démontre le théorème 1. 

COROLLAIRE. La somme d'une série de fonctions holomorpkes qui converge norma­
lement sur tout compact de D, est unefonction holomorphe dans D. 

THÉORÈME 2. Si une suite de fonctions f,. El ~(D) converge vers f El ~(D) uni­
formément sur tout compact, alors la suite des dérivées f~ converge vers la 
dérivée f' uniformément JUT tuut compaçt. 

Démonstration. D'après la proposition 1. l, il suffit de montrer que les f! 
convergent vers f' uniformément sur tout disque compact contenu dans D. 
Soit II un tel disque, r son rayon, et prenons pour origine 0 le centre de il. 
Il existe r 0 > r tel que le disq.ue fermé de centre 0 et de rayon r 0 soit captentl-
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dans D. Ainsi les f" sont holomorphes pour l.el < ro + e (! > 0 et assez 
petit) et convergent vers f uniformément pour l.el < ro' 
Montrons que les dérivéesf~ convergent uniformément versf' pour l.el < r. 
Cela va résulter aussitôt du lemme suivant : 

LEMME. Si g(.e) est holomorphe pour l.el < ro + e, et si Ig(.e) 1 < M pour l.el < ro, 
alors on a 

(2. 1) Ig'(.e) 1 < M ( ro )2 pour l.el < r < ro' ro-r 

Démonstration du lemme. On a le développement co"\<crgent 

g(.e) = ~ a".e" pour l.el < ro. 
n~O 

D'après les inégalités de Cc:mchy, on a la,,1 < (M) . D'autre part, en diffé-
r Il 

rentiant terme à terme, on a 0 

g'(.e) = ~ na".en- I • 
n;;'O 

Donc, pour l.el < r < ro, on a 

, M " nrn - I 

Ig (.e)1 < -r ,(.j (r ),,-1' 
o ";;'0 0 

Calculons la somme de la série ~ n (.!..-)"-I ; ntn- I est la dérivée det", donc 
Il;;'0 ro 

~ nt,,-I est la dérivée de ~tn = _1_, et par suite 
n 1 - t 

D'où, en portant dans (2. 4), l'inégalité 

Ig'«)1 ..;; M, J )" 
ro 11-.!..-

\ ro 
ce qui démontre le lemme. 

Remarque. On peut donner une autre démonstration du théorème 2 en 
observant que la formule intégrale de Cauchy 

f(.e) =~. r 1(t) dt 
2'1tlJ"'f t-.e 
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(où r désigne le bord d'un disque concentrique à Il et de rayon un peu 
plus grand) donne, par différentiation sous le signe d'intégration par 
rapport à Z, 

On a donc 

f'(Z) =.2..., r I(e) dt . 
~.,;,JT (t_Z)B 

l '( ) = 1· _1 [IA(t) dt = 1· f'() Z lm. ( )2 lm A Z • 
A 2.,;, T t-z ft 

La limite a lieu uniformément quand Z e Il. 

PROPOSITION 2. 1. Soit D un ouvert ~onnexe. Si une suite de fonctions holomorphes 
J,. e X(D) converge uniformément sur tout compact de D, et si chaque J,. est =/: 0 

en tout point de D, alors la fonction limite 1 est =/: 0 en tout point de D, sarif si elle 
est identiquement nulle. 

Démonstration. Supposons 1 non identiquement nulle. Alors les zéros de 1 
(qui est holomorphe d'après le théor~me 1) sont isolés puisque D est connexe. 
Supposons quel s'annule en Zo; d'après la proposition 4. 1. du chapitre m, 
§ 5, l'ordre de multiplicité de ce zéro serait égal à l'intégrale 

1 jf'(Z) dz 
2.,;i T I(z) , 

étendue à un cercle r de pe~it rayon et de centre ZOo D'après le théorème 2, 

cette intégrale est limite des intégrales 

1 r I~(z) dz 
2.,;iJT J,.(z) 1 

et ces intégrales sont nulles puisque la fonction holomorphe J,. ne s'annule 
pas. On arrive ainsi à une contradiction, et ceci prouve la proposition. 

Définition. On dit qu'une fonction définie dans un ouvert D est univalente 
si l'application qu'elle définit est injective, autrement dit si elle prend 
toujours des valeurs distinctes en des points distincts. 

PROPOSITION 2. 2. Soit D un ouvert deC. Si une suite de lonctions holomorphes 
J,. e ,1/;(D) converge uniformément sur tout compact de D, et si chaque J,. est uni­
valente, la fonction limite 1 est univalente si elle n'est pas consta"lte. 

Démonstration. Raisonnons par l'absurde. Soient Z1 et Za deux points 
distincts de D tels que 1 (Z1) = 1 (Z2) = a. Considérons deux disques 
ouverts S1 et S2' de centres Z1 et Za, et de rayons assez petits pour que 
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SI et S2 soient disjoints et contenus dans D. D'après la proposition 2. l, 

in prend la valeur a dans SI et dans S2' pour n assez grand, ce qui contredit 
l'univalence de in. 

3. TOPOLOGIE DE L'ESPACE e(D) 

On a déjà défini ce que l'on entend par suite de fonctions J,. e e(D) qui 
converge uniformément sur tout compact. On va maintenant, d'une façon plus 
précise, définir une topologie sur l'espace vectoriel e(D). Sur le sous-espace 
vectoriel ~(D) on considérera la topologie induite. 
Pour tout couple (K, E) formé d'un compact K cD et d'un nombre l > 0, 
considérons le sous-ensemble V(K, E) de e(D) défini par 

(3. 1) ieV(K, !) ~ li(x)1 < E pour xeK. 

Pour qu'une suite de fonctions J,. e e(D) converge vers i uniformément 
sur tout compact, il faut et il suffit que, quels que soient K et E, on ait : 

pour n assez grand. 

Ceci exprime que la suite des in e e(D) a pour limite le point i dans la 
topologie (s'il en existe ~me) pour laquelle les ensembles V(K, E) forment 
un système fondamental de voisinages de 0 (les voisinages d'un point i 
étant alors définis en effectuant la translation i sur les voisinages de 0). 

PROPOSITION 3. 1. Il existe effectivement sur e(D) une topologie (invariante 
par translation) dans laquelle les ensembles V(K, E) forment un système fondamental 
de voisinages de o. Cette topologie est unique et peut être définie par une distance 
invariante par translation. 

Démonstration. L'unicité de la topologie est évidente, parce qu'on connaît 
un système fondamental de voisinages de 0, donc, par translation, un 
système fondamental de voisinages de chaque point de l'espace e(D). 
Il reste à trouver une distance invariante par translation et telle que les 
V(K, E) forment un système fondamental de voisinages de 0 dans la topo­
logie définie par cette distance. 
Introduisons d'abord une notion: on appelle suite exhaustive de compacts. 
une suite croissante de compacts KI c D (on a donc KI c K I+1) telle que 
tout compact K contenu dans D soit contenu dans l'un des KI' 

LEMME. Il existe dans D une telle suite exhaustive de compacts. 

En effet, considérons les disques compacts contenus dans D dont le centre 
a des coordonnées rationnelles et dont le rayon est rationnel. Ils forment 
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un ensemble dénombrable, que l'on peut ranger en une suite Dl' Dz,. ,1., 

Dn, ... Posons 

et montrons que les compacts Ki forment une suite exhaustive. Les intd­
rieurs des disques Dn forment un recouvrement ouvert de D, et par consé­
quent tout compact K contenu dans D est contenu dans un Ki-

Supposons désormais choisie une suite exhaustive de compacts Ki, et 
posons, pour chaquefee(D), 

Mi(f) = sup If(z)\, 
:EK/ 

d(f) = ~ 2-i inf(l, Mi(f». 
/~I 

d(f) est fini, parce que la série du second membre est majorée par la série 

géométrique ~ 2-i. On va prouver que d(f) possède les propriétés 
suivantes: i~1 

~';. 6) 

d(f) = o~f= 0, 

d(f + g) -< d(f) + d(g), 

~ 2- i inf(l, M/(f»-< d(f), 
?d(f) -<Mi(f) + 2-i. 

Prouvons (3. 4). Il est clair que, sif est identiquement nulle, d (f) = 0; 
réciproquement d(f) = 0 entraîne, d'après (3. 3), Mi(f) = 0 quel que 
soit i, donc la restriction de f à ehaque compact Ki est nulle et par suite 
f est identiquement nulle. 
Prouvons (3. 5) : il est évident que 

M/(f + g) -< MI (f) + M/(g), 

d'où l'on déduit facilement 

inf(l, M/(f + g» -<inf (r,Mi(f» + inf(l, Mi(g», 

ce qui, par sommation, entraîne (3· 5). 
Les relations (3. 4) et (3. 5) montrent que si l'on définit la distance def 
et g comme étant égale à d(f:- g), cette distance est une métrique satis­
faisant à l'inégalité du triangle; cette métrique est invariante par translation. 
Elle définit sur l'espace e(D) une topologie séparée, invariante par trans­
lation. 
Prouvons maintenant les inégalités (3. 6). La première résulte évidemment 
de la définition (3. 3). D'autre part, si i est un entier >- l, on a 
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pour j :< i, et par suite (3. 3) entraîne 

d'où (3.6). 

Pour achever la démonstration de la proposition (3. 1), il reste à prouver 
que les ensembles V(K, ,) formeI/-t un système fondamental de voisinages 
de 0 dans la topologie définie par la distancèA::i-dessus. 

1) tout ensemble V(K, e) est un voisinage de 0 : en effet, K et e étant 
donnés, avec E < l, soit i tel que K c KI' Alors la relation d (f) :< 2- IE 

entraîne fe V(K, ,), à cause de la première inégalité (3. 6). 

2) tout voisinage de 0 de la forme d (1) :< e contient un ensemble 
de la lorme V(K, E'). En effet, E étant donné, choisissons l'entier i de 

façon que 2-1:< ~ ; alorsf e V( Kto ;) entraîne d (f):< E, en vertu de la 

deuxième inégalité (3. 6). 
La démonstration de la proposition 3. 1 est ainsi achevée. 

Remarque. On peut appliquer à l'espace e(D) et à son sous-espace .16(D) 
les propriétés connues des espaces métriques, ou plus exactement des 
espaces topologiques métrisables. Par exemple, pour qu'un sous-ensemble 
A d'un espace métrisable E soit fermé, il faut et il suffit que chaque point de E 
quiest limite d'une,suitè de points de A appartienne à A. De même, pour 
qu'une applicationf de E dans un espace métrisable E' soit continUé en un 
point xe E, il faut et il suffit que, pour toute suite de points xn e E ayant x 
pour limite, la suite desf~xn) ait pour limitef(x). (Le lecteur pourra se 
référer par exemple au Cours de mathématiques 1 deJ. Dixmier, Topologie, 
chapitre II, § 3.) 
Compte tenu de la remarque précédente, on voit que l'espace e(D) est 
complet, puisque la limite d'une suite de fonctions continues qui converge 
uniformément sur tout compact est continue. De plus, les théorèmes 1 et 
2 du nO 2 peuvent s'énoncer comme suit: 
Le sous-espace 31O(D) est fermé dans e(D); l'application de 31O(D) dans 31O(D), 
qui associe à chaque fonction f sa dérivée f', est continue. 

2. Séries de fonctions méromorphes 

1. CONVERGENCE l'ES SÉRIES DE FONCTIONS MÉROMORPHES 

Soit D un ouvert du plan complexe C; considérons une suite de fonctionsj,. 
m.éromorphes dans D. Il s'agit de donner un sens à la convergence de la 
série ~fn. 

n 
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Définition. On dit que la série ~ fn corwerge uniformément sur un ensemble Ac D 
s'il est possible d'enlever un nombre fini de termes de la série, de manière 
que les fonctionsf. restantes n'aient pas de pôle sur A et forment une série 
uniformément convergente sur A. 

De même, on dit que la série ~ f. converge normalement sur A s'il est possible 
• 

de lui enlever un nombre fini de termes de façon que les termes f. restants 
n'aient pas de pôle sur A et forment une série normalement convergente 
sur A. 
Il est clair que toute série normalement convergente sur A est uniformément 
convergente sur A. Dans ce qui suit, on considérera des séries de fonctions 
méromorphes dans D qui convergent uniformément (resp. normalement) sur tout 
compact K contenu dans D. On définit la somme d'une telle série: sur tout 
ouvert U relativement compact de D, c'est la fonction méromorphe 

(1. 1) 

no ayant été choisi de manière que la série ~ f. converge uniformément 
n>n 

sur l'adhérence U. Dans (1. 1) le premier ter:ne est une fonction méro-
morphe dans U, somme d'un nombre fini de fonction méromorphes; 
le second terme est une fonction holomorphe dans U, puisque c'est la 
somme d'une série uniformément convergente de fonctions holomorphes 
dans U. Il est facile devoir que, dans U, la fonction méromorphe (1. 1) 
ne dépend pas du choix de l'entier no. 

THÉORÈME. Soit une série ~ J,. de fonctions J,. méromorphes dans D. Si cette série 
ft 

converge uniformément (resp. normalement) sur tout compact de D, la somme f de 

cette série est une fonction méromorphe dans D; la série ~ f~ des dérivées converge . 
uniformément (resp. normalement) sur tout compact de D, et sa somme est la dérivéef' 
de la somme f de la série donnée. 

Démonstration. Nous avons déjà vu que la somme f est méromorphe dans 
tout ouvert relativement compact U c D, et par suite est méromorphe dans 
D. 
Soit donné un ouvert U relativement compact, et choisissons no comme dans 
(1. 1); dans U on a 

(1. 2) 

Or on peut dériver terme à terme la série ~ f. de fonctions holomorphes 
n>"o 

dans U, puisqu'elle converge uniformément sur tout compact de U: 
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d'après le théorème 2 du § 1, nO 2, la série des dérivées ~ f~ converge 
R> •• 

uniformément vers ( ~ f. )' sur tout compact contenu dans U. Ceci prouve 
.>RO 

que la série 'i.f~ de fonctions méromorphes converge uniformément versf' 
" sur tout compact contenu dans U. Cela est vrai pour tout ouvert relati-

vement compact U; il s'ensuit que ~ f~ converge uniformément vers f' 
R 

sur tout compact contenu dans D. 

Si la série ~ f. converge normalement sur tout compact de D, le fait que la 
• 

série ~ f~ converge normalement sur tout compact de D résulte du lemme 

du nO ft 2 du § 1. 

Remarque. Il est évident que l'ensemble P(f) des pôles de f est contenu 
dans la réunion des ensembles P(fR)' P(j.) désignant l'ensemble des pôles de 
j.. De plus la relation (1. 1) montre que si les ensembles P(j.) sont deux à 
deux disjoints, l'ensemble P(f) est égal à la réunion des ensembles P(j.); 
de façon plus précise, si Zo est un pôle d'ordre k dej., c'est un pôle d'ordre k 
def. 

2. PREMIER EXEMPLE D'UNE stRIE DE FONCTIONS MÉROMORPHES 

Considérons la série 

(2. 1) 

la sommation é~nt étendue à tous les entiers n. Montrons que cette série 
converge normalement sur tout compact du plan C. Un tel compact est 
contenu dans une bande de la forme Xo < x < Xl (on a posé Z = X + ry). 
Il suffit donc de montrer que la série (2. 1) converge normalement dans 
toute bande de la forme ci-dessus. Une telle bande ne contient qu'un nombre 

fini d'entiers n; dans la série ~ ( 1 )2' chaque terme est majoré par 
R<". z-n 

( 1 ) 2' et par conséquent cette série partielle converge normale-
xo-n 

ment dans la bande. De même, la série partielle. ~ ( 1 )2 converge 
R>", z-n 

normalement dans la bande. En enlevant un nombre fini convenable de 
termes de la série (2. 1), il reste donc une série de fonctions holomorphes 
qui converge normalement dans la bande. C.Q.F.D. 
Soitf (z) la somme de la série (2. 1); c'est une fonction méromorphe dans 
tout le plan C. La fonction f admet la période 1 : 

f(z + 1) =f(z); 
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en effet 

}: __ 1 ____ =}: 1 , 

ft (.c+ 1 _n)2 ft' (.c-n')2 
en posant n-I = n'. 

Les pôles de f sont les points entiers .c = n; ce sont des pôles doubles. 
Le résidu en un tel pôle est nul, puisqu'au voisinage du point .c = n on a 

1 
f(.c) = ( )2 + g(.c) , .c-n 

g holomorphe . 

PROPOSITION 2. I. La somme f(.c) de la série (2. 1) est égale à (~) 1. 
- sm '!t.c 

Démonstration. On a lim f(.c) = 0 uniformément vis-à-vis de X; autrement 
111++'" 

dit, pour tout ,> 0, il existe a tel que JyJ ~ a entraîne Jf(.c) J < i. 
En effet, supposons d'abord que .c reste dans une bande Xo < X < Xl et 
que sa partie imaginaire y satisfasse à JyJ ~ a, a étant> 0; dans ce 
domaine la série (2. 1) est une série normalement convergente de fonctions 
holomorphes; lorsque JyJ- + 00, chaque terme de la série tend vers 0 

uniformément vis-à-vis de X dans la bande. Donc la somme de cette série 
(qui est normalement convergente) tend vers 0 quand JyJ- + cx>, uni­
formément vis-à-vis de x dans la bande. Maisf(.c) possède la période l, 

et si on applique la propriété précédente à une bande de largeur au moins 
-égale à l, on voit quef(.c) tend vers 0 quand JyJ- + cx>, uniformément 
vis-à-vis de x. 1 

La fonction g(.c) = (~-) possède les mêmes propriétés quef(.c): 
sm '!t.c 

10 elle est méromorphe dans C et admet la période 1; 

2 0 ses pôles sont les points entiers .c = n, ce sont des pôles doubles avec 

partie principale ( 1 )2; z-n 

30 g(.c) tend vers 0 quand JyJ- + 00, uniformément vis-à-vis de x. 

La propriété 1 0 est évidente; pour démontrer 2 0 il suffit, en vertu de la 
périodicité, de montrer que l'origine 0 est un pôle double avec partie 

. . 1 1 prmClpa e Z2; or 
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Quant à 30, cela résulte de la relation, 

Isin ~z12 = sin2~x + shl~y, 
qui montre que Isin ~zl tend vers l'infini quand Iyl tend vers l'infini (Wli­
formément vis-à-vis de x). 
Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 2.1 : la fonction 
j (z) - g(z) est holomorphe dans C, puisque j et g ont les mêmes pôles 
avec les mêmes parties principales. Montrons que j - g est bornée : 
dans une bande Xo < x < Xl elle est bornée pour Iyl < a (car une fonction 
continue sur un compact y est bornée) et elle est bornée pour Iyl > a, 
puisqu'elle tend vers 0 quand Iyl tend vers l'infini; étant bornée dans 
chaque bande, la fonctionj - g est bornée dans tout le plan en vertu de la 
périodicité. D'après le théorème de Liouville (chapitre III, § 1, nO 2), 
la fonctionj - g est constante; puisqu'elle tend vers 0 quand Iyl tend vers 
l'infini, cette constante est nulle. La proposition 2. 1 est ainsi démontrée. 

Application. On a 

(_~ )2_~_ ~ 1 , 

sin~z Zll - n~O(Z ---: n)' 

et le second membre est une fonction h(z) holomorphe au voisinage de 

Z = o. On a h (0) = ~ 4· On a donc 
n~on 

hm -- -- =2"-1-' . [( ~)2 1] ~ 1 
;+0 sin ~z Zl R~I ni 

Or le premier membre de (2. 4) se calcule aisément à l'aide du dévelop-
1 

pement limité (2. 2); sa valeur est ~, d'où la relation 
3 

due à Euler. 

3. DEUXIÈME EXEMPLE D'UNE SÉRIE DE FONCTIONS M.ÉROMORPHES 

Considérons la série 

(3. 1) ..!.. + ~ (_1- + ..!..). 
z n~O Z - n n 

Son terme général est égal à (z ); on laisse au lecteur le soin de montrer 
nz-n 

que cette série converge normalement sur tout compact du plan C. Sa 
somme F(z) est donc une fonction méromorphe dans C, et ses pôles sont 
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les entiers Z = n; ce sont des pôles simples dont le résidu est égal à 1. D'après 
le théorème du nO l, la dérivée F' (.e;) est la somme de la série des dérivées, 
c'est-à-dire 

Il en résulte que F(z) - ~ est une constante. Or on voit sur (3. 1) que 
tg'/tz . 

F(- z) = - F(z); donc la fonction F(z) - ~ est une fonction impaire 
tg '/tZ 

de z, et comme c'est une constante, cette constante est nulle. 
Dans la série (3. 1) on peut grouper les deux termes relativement à l'entier 
n et à l'entier - n : 

on obtient finalement la relation 

4. AUTRE EXEMPLE 

En procédant comme au nO 2, on démontre 

~ J=...!.t. _ '/ta _ . 
-ao<R<+ao (z - n)2 - (sin '/tz)(tg '/tz) , 

de là on déduit, en procédant comme au nO 3 : 

5. LA FONOTION P DE WEIERSTRASS 

Considérons, comme au chapitre III, § 5, nO 5, un sous groupe discret Q 

de C, ayant pour base un système de deux vecteurs el et ea dont le rapport 
n'est pas réel. Observons tout de suite que la donnée ~e Q ne détermine 
pas entièrement la base (eu el). Si on ~ une autre base (e~, e~), les vecteurs 
de la première base s'expriment comme combinaisonS liriéaires à coeffi­
cients entiers des vecteurs de la 'deuxième, et réciproqùement; il en résulte 
que le déterminant de la matrice des coefficients est un entier qui possède 
un inverse dans l'anneau des entiers, donc est égal à + I. 
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Réciproquement, si ef et e~ sont des combinaisons linéaires à coefficients 
entiers de el et e2, et si le déterminant de la matrice des coefficients est 
égal à + l, alors les formules de Cramer montrent que, inversement, el 
et e2 sont des combinaisons linéaires à coefficients entiers de ei et e~, et 
par suite (ef, e~) est une base de O. 

PROPOSITION 5. 1. Soit donné un sous-groupe discret 0 comme ci-dessus. Alors 
la série 

(5. 1) 

converge normalement sur tout compact du plan C. 

Pour la démonstration nous aurons besoin du lemme suivant: 

L L ,· X' 1 
EMME. a sene .:.. -1-1-3 est convergente . 

.. en, .. ;éO (t) 

Démonstration du lemme. Pour chaque entier n >- l, considérons le parallé­
logramme Pn formé des points z =; tlel + t2e 2, où les nombres réels tl et 
t2 sont tels que sup Cltll, It2 !) = n (cf. figure 10). Sur Pn il y a exactement 8n 

Figure ID 

points de O. La distance de chacun d'eux à 0 est >- kn, k étant un nombre 
> 0 fixe (k est la plus petite distance à 0 des .points de Pl)' La somme des 

I~P étendue aux points de Pn est donc majorée par k~:3' d'où 

et comme la série ] ~ est convergente, le lemme est démontré. 
n 

Nous pouvons maintenant prouver que, sur tout disque compact Izl -< r, 
la série (5. 1) converge normalement. On a 10)1 >- 2r pour tous les (t) sauf 
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un nombre fini; on a donc, pour tous les termes de la série (5. 1) sauf un 
nombre fini, 

1(~~oo)2- ~II = loo~(:=:)111 
1 ~(2- ~)I r· ï 

_ 00 . ~ 2 _ lor 

- 1 '31 ~ Il'''''' -, 13 1 -10013 
001 1 -- 00.-

00 4 

lorsque 1~I<r. 

Il résulte alors du lemme que la série (5. 1) converge normalement dans 
le disque I~I < r. 
Définition. La fonction V(~) de Weierstrass est par définition, la fonction 
méromorphe, somme de la série (5. 1). (Cette fonction dépend, bien entendu 
de la donnée du sous-groupe discret O.) 

Les pôles de V sont exactement les points de 0; ce sont des pôles doubles 
dont le résidu est nul : en effet, au voisinage de ~ = 00, on a 

1 
V(~) = ( )1 + g(~), 

~-oo 
g holomorphe. 

La fonction -V est une fonction paire de ~, car 

et dans le second membre, il suffit de changer 00 en - 00 pour retrouver 
la série (5. 1). 
D'après le théorème du nO l, on obtient pour dérivée V' le développement. 
en série (normalement convergente sur tout compact) 

Cette relation met en évidence la Périodicité de la fonction V' : 

V'(~ + 00) = V'(~) pour tout 00 e 0, 

et le fait que V' (-~) = - ~' (~). 
Démontrons que la fonction velle-même admet pour période tous les 

00 e O. Il suffit pour cela de démontrer que V (~ + ei) = l'{~), i prenant les 
valeurs 1 et 2. Or 

V (~ + el) - V (~) = constante, 

puisque la dérivée V'(~ + ei) -V'(~) = o. Dans la relation (5· 3) donnons 

à ~ la valeur -~, ce qui est possible puisque ~ et _!J.. ne sont pas des 222 

15.7 
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pôles de :p; on voit que la constante du second membre de (5. 3) est égale 

à p (~)- ~:( - ~ ),.donc nulle puisque la fonction :p est paire. 
\ 2 , 2 " 

En résumé, la fonction :p de Weierstrass est une fonction méromorphe 
admettant pour périodes les points de 0, et dont les pôles sont exactement 

les points de 0, chacun d'eux ayant l'ordre 2, avec partie principale ( 1 )2 
z-w 

Développement de Laurent de :p(z). Au vOlsmage de l'origine, :p admet un 
développement de Laurent qui est a priori de la forme 

1 
:p(z) = 2 + az<:2 + a,z' + .. " z 

puisque la fonction :p est paire, et que d'après (5. 1), la fonction 

1 ~'r r 
g(z) = :p(z) -2" = ~ ( ( )2-2)' 

Z w;to " Z - (t) (.) 

holomorphe au voisinage de l'origine, s'annule pour Z = o. Il est aIse 
d'exprimer les coefficients a2 et a, à l'aide du sous-groupe discret 0; en 
dérivant terme à terme la série g(z), on obtient 

Dérivons maintenant terme à terme la relation (5. 4), puis élevons au 
carré; il vient : 

(5. 6) (:p'(Z))2 = -±-_ 8a2 _ r6a, + .... 
Z6 Z2 ' 

en élevant (5. 4) au cube on obtient 

d'où 

Par conséquent la fonction 

(5. 8) 

est holomorphe au voisinage de l'origine, et s'annule à l'origine. Or cette 
fonction admet 0 Lomme groupe de périodes; elle est donc holomorphe 
au voisinage de tout point de 0 et nulle en tout point de O. Comme cette 
fonction n'a pas de pôles en dehors de 0, il s'ensuit qu'elle est holomorphe 
dans tout le plan; étant bornée sur tout compact, elle est bornée dans C en 
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vertu de la périodicité; et puisqu'elle est nulle à l'origine, elle est identi­
quement nulle d'après le théorème de Liouville. On a finalement l'identité 

Cette relation possède une interprétation importante : considérons la 
courbe algébrique 

les formules x = V(.~),y = V'(z) donnent une représentation paramétrique 
de cette courbe. On va montrer que tout point (x, y) e C X C qui satisfait 
à (5. 10) est l'image d'un point ze C, bien déterminé à l'addition près 
d'un élément de o. 

Cherchons d'abord les zee tels que 2Z e 0 et z $ O. En un tel point, V et l" sont 
holomorphes; ona v'(z) = l" (-z) à cause de la périodicité de l", et v'(z) =-v'(-z) 
puisque l" est une fonction impaire; donc l" s'annule en un tel point. On connait 
trois tels points: 

(s. II) 

et on voit tout de suite que tout z tel que 2zeO et zl$O est congru (mod. 0) à 
l'un des trois points (S. II); les classes (mod. 0) des trois points (S. II) sont 
distinctes. 
Puisque p' possède un unique pôle triple dans chaque parallélogramme de périodes, 
la proposition S. 1 du chapitre DI (§ 5) montre que l" possède au plus trois zéros 
distincts dans chaque parallélogramme de périodes. Ce sont donc les trois points 
(S. II), ou ceux qui le~r sont congrus modo O. Toujours d'après la même propo­
sition, la fonction p prend, dans chaque parallélogramme de périodes, au plus deux 
fois une valeur donnée. Puisque t' (zu) = V (- zu), la fonction prend exactement 
deux fois toute valeur de la forme V(zu), si 2Zu$O; au contraire, si 2zueO et 
Zu$O, on a p'(zu) = 0 comme on vient de le voir, donc l'équation Vez) =.v(zo) 
admet Zo comme racine double, et par suite V ne prend qu'une fois la valeur v(zo) 
dans un parallélogramme de périodes. 
De tout cela il résulte que chacune des valeurs 

est prise une seule fois dans chaque parallélogramme de périodes, et que ces trois 
valeurs sont distinctes. En vertu de (S· 9), ce sont les trois racines de l'équation 

(S. 12) 

et par suite cette équation a trois racines distinctes. En résumé, on a prouvé : 

PROPOSITION S. 2. Le groupe discret 0 étant donné, l'équation (S. 12), dont les COf!ficients 
a. et a, sont définis par (S. S), a trois racines distinctes. De plus, pour tout point (x, y) e C X C 
de la courbe algébrique (S. 10), il existe un ze C et un seul (modulo 0) tel que 

v'(z) =y. 

On verra (Cf. chapitre VI, § 5, nO 3) qu'inversement, étant donné arbi­
trairement une relation de la forme (5. 10) dont le second membre a trois 

159 
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racines distinctes, il existe un groupe discret a tel que as et a, satisfassent 
à (5. 5); si V désigne la fonction de Weierstrass relative à ce groupe a, 
les formules x = V(z),y = p'(z) donnent alors une représentation paramé­
trique de la courbe algébrique (5.10). 

3. Produits infinis de fonctions holomorphes 

1. DÉFINITIONS 

Définition. Soit U'n(Z) une suite de fonctions continues dans un ouvert D 

du plan complexe. On dit que le produit infini IIf,.(z) converge normalement 
n 

sur une partie K c: D si les deux conditions suivantes sont satisfaites : 

1° on a lim f,.(z) = 1 uniformément sur K; ceci implique en particulier 
n 

que, pour n assez grand, fn - 1 est de module < 1 sur K, et par conséquent 
log fn est une fonction définie sur K (on prend la détermination principale 
du logarithme); 

2° la série de terme général log fn (qui est définie pour n assez grand) 
converge normalement sur K. 

On peut donner une condition équivalente à la conjonction des conditions 
1° et 2° ci-dessus. Posonsfn = 1 + Un; la condition 1° exprime que la suite 
Un converge vers 0 uniformément sur K; lorsque Un est petit, log fn et Un 
sont des infiniment petits équivalents, et par conséquent la condition 2° 

exprime que la série ~ Un converge normalement sur K. 

En résumé, pour que le produit infini II f,. converge normalement sur K, il faut et 

il suffit que la série ~ Un converge no"'::alement sur K. 
n 

Définition. On dit que le produit infini IIf,. converge normalement sur tout com-
n 

pact de l'ouvert D si, quel que soit le compact K contenu dans D, ce produit 
converge normalement sur K. 

Une condition nécessaire et suffisante est que si l'on pose fn = 1 + Un, 

la série ~ Un converge normalement sur tout compact contenu dans D. 

S'il en es; ainsi, lorsque no augmente indéfiniment, les produits finis II f,. 
1l~1l 

convergent uniformément sur tout compact contenu dans D, vers ûne 
limite f (z), qui est évidemment une fonction continue de z. Pour le voir, 
il suffit de prendre les logarithmes des facteurs fn pour n suffisamment grand. 
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2. PROPRIÉTÉS DES PRODUITS NORMALEMENT CONVERGENTS 

DE FONCTIONS HOLOMORPHES 

THÉORÈME 1. Si les fonctions fn sont holomorphes dans D, et si le produit infini 
IIfn converge normalement sur tout compact de D, alors f = IIfn est holomorphe 

n n 

dans D. On a de Plus 
(2.1) f=fd2 ... fpfIIfn). 

\n>p 
L'ensemble des zéros def est la réunion de l'ensemble des zéros desfonctionsf., l'ordre 
de multiplicité d'un zéro de f étant égal à la somme des ordres de multiplicité qu'il 
possède pour chacune des fonctions j... 

Démonstration. f est holomorphe, parce que f est limite (uniformément sur 
tout compact) des produits finis, qui sont holomorphes. La formule d'asso­
ciativité (2. 1) est évidente sur tout ouvert relativement compact U. La 
fonction fn n'a pas de zéros dans V dès que n est assez grand, puisque 
Ull = f n - 1 converge' vers 0 uniformément sur V; la dernière assertion 
de l'énoncé est alors évidente. 

THÉORÈME 2. Sous les hypothèses du théorème l, la série de fonctions méromorphes 
~f~/fn converge normalement sur tout compact de D (au sens du nO 1 du § 2), 
n 

et sa somme n'est autre que la dérivée logarithmique f' / f. 

Démonstration. Soit V un ouvert relativement compact de D. La fonction 

gp = exp ( ~ logfn), 
n>p 

est définie et holomorphe dans V pour p assez grand. D'après (2. 1), on a, 
dans V, 

Or 

la série du second membre étant uniformément convergente sur tout 
compact de D; en effet, la série des logarithmes ~ logfn conve,rge (unifor-

n>p 
mément sur tout compact) vers log gp; la série des dérivées des fonctions pré-
cédeNtes converge (uniformémel\t sur tout compact) vt>rs la dérivée gMgp 
(cf. § 1, nO 2, théorème 2). 

En comparant (2.3) et (2.4), on voit que l'on a, sur V, 

f' =~f:', 
f n fn 
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la convergence étant normale sur tout compact de U. Ceci vaut pour 
tout U, d'où le théorème. 

3. EXEMPLE : DÉ~LOPPEMENT DE sin 'It~ EN PRODUIT INFINI 

Considérons le produit infini 

(3. 1) f(~) = ~ n (1 - .~:). 
n~1 n 

Ce produit converge normalement sur tout compact du plan C, car la 
li 

série ~ ~ li conve~ normalement sur tout compact, puisque la série 
R n 

numérique ~ .:. est convergente. Donc f(~) est une fonction holomorphe 

dans tout le plan, et ses zéros sont toutes les valeurs entières de ~. Ils sont 
simples. 
D'après le théorème 2, on peut différentier logarithmiquement terme à 
terme; on obtient la série de fonctions méromorphes, iiormalement conver­
gente sur tout compact du plan, 

On a vu (§ 2, nO 3) que 19 somme de cette série est 

~=~, 
tg'lt~ g(~) 

en posant g(~) = sin 'It~. Ainsi f' If = g' Ig, d'où 

M=csin'lt~. 
Z ~ 

Il reste à déterminer la constante c. D'après (3. I),J(~)/~ tend vers 1 lorsque 
t d sin 'It~ l' . . 1 0 

~ en vers 0, et comme -- a pour lmlte 'It, on V01t que c = -. n a 
ainsi établi la formule ~ 'It 

sin 'ltZ = il (1 _ z:). 
'It~ n~1 n 

4. LA FONCTION r 

Considérons, pour chaque entier n;;;a. l, la fonction holomorphe gR définie 
par 

(4· 1) gn(~) =Z(I +Z)(I + ~) ... (1 + ~)n-' 
=z(~ + I)(~ + 2) ... (~+ n)n-' 

1 • n. 
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On a, pour n:> 2, 

gn(~) = (1 + ~)(I _~)' =j..(~). 
gn-I (~) n n 

Si I~I < , et si 1 < , < n, on peut considérer la détermination principale 
de log fn(~), et l'on a 

( t's,a ) ,1 
Ilogfn(~)1 < 2 -1 + -. + ... < 2"""2 

!2ln 3n n 

si ~ est assez petit. Donc la série ~ log J,.(~) converge normalement sur 
n ft 

tout compact du plan, et par suite le produit infini gl' rr ~. converge 
n~1 gn-I 

normalement sur tout compact du plan. Sa valeur est une fonction holo­
morphe g(~), limite Uniforme sur tout compact des fonctions 

La fonction g admet pour zéros. les nombres 0, - 1, -2, •.. , -n, ... ; 
ce sont des zéros simples. Si ~ n'est pas entier, on peut former le quotient 

Donc la fonction méromorphe (g~ ) est en réalité holomorphe et iden. 
tique à ~. De plus on a g ~ 1 

(4.5) g(I) = limgn(I) = limn + 1 = 1. 
A+-ao ".00 ft . 

Définition. La fonction méromorphe I/g(~) se note r(~). Elle admet pour 
pôles simples tous les entiers -n < 0, et dIe satisfait aux relations 

(4. 6) r(~ + 1) = ~r(~), r(I) = 1, 

qui résultent évidemment de (4. 4) et (4. 5). De (4. 6) on déduit, par récur­
rence sur l'entier n :> 0, 

r(n + 1) = n! 

On se propose maintenant de calculer le produit r(~).r(I - ~). On a 

. n + 1· - ~ rrn 
( .tl ) g(~).g(I -.t) = hm . .t. 1 - LI ' 

n.ao n k=1 /Ii 
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ce qui, d'après le nO 3, est égal à sin 'ltz. En prenant les inverses, on obtient 
'It 

r(z).r(1 - z) =~. 
sm 'ltZ 

d'où en particulier, pour Z =-.!..., 
2 

r(f)=V;· 

Produit itifini de Weierstrass. En utilisant (4. 1), on peut évidemment écrire 

L'exposant z( 1 + ... + ~ -log n) tend vers Oz lorsque n augmente indé­

finiment, C désignant la constante d'Euler. A la limite, on obtient donc 

g(z) = zee. fl ( (1 + ~) r'lk) , 
et le lecteur vérifiera que le produit du second membre est normalement 
convergent sur tout compact du plan. Puisque g = 1 Ir, on obtient, en prenant 
les dérivées logarithmiques des deux membres de (4. II) (cf. théorème 2) 

r'ez) = _...!.._ C + ~ (~ __ I _). 
r(z) z .~I n Z + n 

d'où en particulier 

Enfin, on peut dériver terme à terme la relation (4. 12) (cf. § 2, nO 1), 
et on obtient 

~(~) _ ~ 1 . 
d;:. r(z) - n~O(Z + n)B 

On comparera la série du second membre à la série ayant pour somme 

(~) B (§ 2, nO 2). Lorsque Z est réel et positif, le second membre de 
sm 'ltZ 

(4. 14) est évidemment positif. Donc log r(z) est une fonction convexe de z 
pour Z réel > o. 
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4. Sous-ensembles compacts de ~(D) 

La caractérisation que l'on va donner des ~nsembles compacts de ~(D) 
constitue ce que l'on appelait autrefois la théorie des « familles normales » 
de fonctions holomorphes. 

1. SOUS-ENSEMBLES BORNÉS DE ~(D) 

On va donner une définition des sous-ensembles bornés de l'espace vectoriel 
~(D), définition qui n'est qu'un cas particulier d'une définition valable 
pour tout espace vectoriel topologique. En particulier, la même définition 
s'appliquerait aux sous-ensembles bornés de e(D). 

Définition. Un sous-ensemble A c:J(~(D) est borné si, quel que soit le voisinage 
V(K, s) de 0, il existe un nombre fini positif À tel que Ac: ÀV(K, a); on 
a noté ÀV(K, a) l'homothétique de V(K, s) par rapport à l'origine 0 

dans le rapport À. La relation Ac: ÀV(K, a) exprime que l'on a I!f(z)! -<Àa 
pour Z e K, quelle que soit la fonction f e A. Donc, pour qu'un ensemble A 
de fonctions holomorphes dans D soit borné, il faut il suffit que, pour tout compact 
Kc:D, il existe un nombre fini M(K) tel que l'on ait 

(1. 1) if (z)! -< M(K) pour tout zeK et toute feA. 

En d'autres termes, A est un ensemble borné si les fonctions f e A sont 
uniformément bornées sur tout compact contenu dans D (la borne supérieure 
M(K) dépendant évidemment du compact K). 

Si A est un sous-ensemble borné de ~(D), son adhérence A est bornée 
(il s'agit de l'adhérence pour la topologie de la convergence uniforme sur 
les compacts de D) : ceci est évident, car si (1. 1) a lieu pour toute f e A, 
elle a lieu pour toute fonction appartenant à l'adhérence de A. 

PROPOSITION 1. 1. L'applicationf -+ f' de ~(D) dans lui-même transforme tout 
ensemble borné en un ensemble borné. 

Cela résulte aussitÔt du lemme qui a servi à démontrer le théorème 2 

du § 1, nO 2. 

2. ÉNONCÉ DU THÉORÈME FONDAMENTAL 

On se propose de caractériser les sous-ensembles compacts de l'espace :ffi(D) 
des fonctions holomorphes dans un ouvert D du plan complexe. 

PRoposmoN 2.1. Si A c: ~(D) est compact, alors A est fermé et borné. 
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Démonstration. L'espace :ffi(D) est séparé, puisqu'il est métrisable (cf. § 1, 
nO 3. Donc toute partie compacte de ;r.G(D) est fermée, d'après un résultat 
classique de Topologie générale. 
Il reste à montrer que si A est compact, A est borné. Pour cela, soit K un 
compact contenu dans D, et considérons l'application 

f -+suplf(z)1 
:eK 

de l'espace 36(D) dans R; il est immédiat que c'est une application continue, 
donc l'ensemble des valeurs qu'elle prend sur l'ensemble compact des 
f e A est borné. Ceci exprime que les f e A sont uniformément bornées 
sur le compact K. Ce résultat vaut pour tout compact K contenu dans D, 
et par suite l'ensemble A est bien un sous-ensemble borné de l'espace 
vectoriel :ffi(D). 

Remarque. La proposition 2. 1 est énoncée pour l'espace J.G(D), mais eile est 
aussi bien valable pour l'espace e(D) des fonctions continues dans D. 
En revanche, la réciproque de la proposition 2. l, que l'on va énoncer 
maintenant, est valable exclusivement pour les sous-ensembles de l'espace 
:ffi(D) des fonctions holomorphes dans D. 

THÉORÈME FONDAMENTAL. Tout sous-ensemble de J.G(D) qui est borné et 
fermé est compact. 

COROLLAIRE. Pour qu'une partie A de ;r.G(D) soit compacte, ilfaut et il sziffit qu'elle 
soit bornée et ferinée. 

La démonstration du théorème fondamental occupera les numéros 3, 4 et 5. 
Une forme équivalente du' théorème fondamental est la suivante: 

Toute partie bornée de .1tI(D) est relativement compacte. La réciproque est d'ailleurs 
vraie. 

3. PRINCIPE DE LA DÉMONSTRATION DU THÉORÈME FONDAMENTAL 

Soit A un sous-ensemble borné et fermé de :ffi(D). L'espace topologique 
A est métrisable, puisque c'est un sous-espace de l'espace métrisable .1tI(D). 
Pour prouver que A est compact, il suffit de démontrer que toute suite infinie 
d'éléments de A contient une suite infinie qui converge vers un élément de A. 
En effet, on a le lemme suivant de Topologie : 

LEMME 1. Soit A un espace métrique tel que toute suite infinie de points de A con­
tienne une suite infinie qui converge vers un point de A; alors A est compact. 
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Démonstration du lemme 1. Soit (U ,) un recouvrement de A par des ouverts 
U,• Il s'agit de montrer que ce recouvrement contient un recouvrement fini. 
Montrons d'abord : 

a) Il existe un e > 0 tel que toute boule B(x, e) soit contenue dans l'un 
au moins des V,(on note B(x, ,) la boule fermée de centre xeA et de 
rayon e). 

Pour prouver a), raisonnons par l'absurde: on aurait une suite de 
points Xn e A et une suite décroissante de nombres 'n tendant vers 0, tels 
que, pour chaque n, la boule B(xn, 'n) ne soit contenue dans aucun des U,. 
D'après l'hypothèse, la suite (xn) contient une suite infinie qui converge 
vers un point aeA. On peut donc supposer que la suite (xn) converge vers 
a. Soit .·V, un ouvert contenant a; alors V, contient une boule B(a, r). 
Dès que n est assez grand, on a Xn e B(a, r/2) et 'n < r/2. Il en résulte que 
B(xn, 'n) est contenue dans V, pour n assez grand, d'où une contradiction. 
Ceci prouve a). 
Démontrons maintenant: 

b) pour tout , > 0, . A peut être recouvert par un nombre fini de bO\J.les 
B(xn, ,). Il est clair que la conjonction de a) et b) entraînera qu'il existe 
un nombre fini d'ouverts VI qui recouvrent A. 
On démontre b) en raisonnant à nouveau par i'absurde: on aurait une suite 
infinie de points Xn e A dont les distances mutuelles seraient > '; or on 
peut, par hypothèse, extraire de cette suite une suite convergente, ce qui 
conduit évidemment à une contradiction. La démonstration du lemme 1 

est ainsi achevée. 

4. VN LEMME 

D'après le nO 3, tout revient maintenant à montrer que si A est un ensemble 
borné contenu dans ~(D), toute suite infinie de fonctionsJkeA contient 
une suite infinie qui converge uniformément sur tout compact contenu 
dans D. Pour cela il est commode d'avoir un critère de convergence pour 
les suites de fonctions holomorphes appartenant à un ensemble borné : 

LEMME 2. Soit D un disque ouvert de centre zo, et soit A un sous-ensemble borné 
de ~(D). Pour qu'une suite de Jonctions fk e A soit convergente (pour la topologie 
de la convergence uniforme sur tout compact de D), ilfaut et il suffit que la condition 
suivante soit satisfaite: 

C(zo) pour chaque entier n > 0, la suite des dérivées n-ièmes J<'k'(zo) a une limite. 

(Pour n = 0, cela signifie que la suite des valeurs des fonctions fk au point 
Zo a une limite). 
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Démonstration du lemme 2. La condition C(Zo} est nécessaire, puisque, pour 
chaque n, la suite d~ dérivées n-ièmes f<Z> converge uniformément sur tout 
compact de D (§ 1, nO 2, théorème 2). Il reste à montrer que la condition 
C(zo} entraîne que la suite (fI<) converge uniformément sur tout disque 
compact de centre Zo et de rayon, strictement plus petit que le rayon du 
disque D. 
Prenons un '0 > " '0 étant lui-même strictement plus petit que le rayon 
de D. Puisque A est borné, il existe M fini tel que 

Ifl«z} 1 -< M pour 

Considérons le développement de Taylor des fonctions holomorphes fit : 

D'après les inégalités de Cauchy, on a 

Donc, pour I·z - zol -<', on a, quels que soient k et h, 

Puisque '/'0 < l, on peut choisir p assez grand pour que 

"" (')R ~M ~ -
n>p '0 

soit inférieur à ~, en notant E un nombre > 0 donné arbitrairement à 
2 

l'avance. D'après la condition C(zo), lorsque les entiers k et h augmentent 
tous deux indéfiniment, la différence an,,.-an, " tend vers 0, pour chaque n, 
puisque l'on a 

On peut donc choisir un entier ko tel que l'on ait 

pour 

On voit donc, dans (4.4), que l'on a 

pour 

ce qui prouve que la suite des fonctions f,. converge uniformément sur le 
disque compact de centre Zo et de rayon,. Le lemme 2 est ainsi démontré. 
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5. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME FONDAMENTAL 

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théorème fondamental 
(no 2). 

L'ouvert donné D peut être recouvert par une suite dénombrable de 
disques ouverts de centres ZieD. Pour chaque entier n;> o.et pour 
chaque i, considérons l'application linéaire 

(5. 1) À~ : ~(D)-+C 

qui, à chaque fonctionf, associe le nombreJ<n>(Zi)' Considérons alors une 
suite de fonctionsfk appartenant à l'ensemble borné A; en notant N l'en­
semble des entiers positifs, on se propose de montrer l'existence d'un 
sous-ensemble infini N' eN tel que 

lim À7(fk) existe pour chaque couple (i, nf.-. 
kEN' 

Or, pour chaque i, et chaque n, les nombres À7(fk), lorsque l'indice Je 
pareuurt N, forment une suite bornée, puisque lesfk parcourent un ensemble 
borné A et que les applications À7 sont continues. Rangeons l'ensemble 
dénombrable des applications À7 en une suite unique, que nous noterons 
./Lu ... , !Lm, ••. On veut démontrer l'existence d'un sous-ensemble infini N' 
de N tel que 

lim !LmCfi,) existe pour chaque entier m;> 1. 
kEN' 

Pour cela, on va appliquer le procédé de la «suite diagonale ». Puisque 
la suite des !LI (!k), pour keN, est bornée, il existe un sous-ensemble infini 
NI eN tel que 

lim !LI (fk) existe. 
kEN, 

La suite des !L2(fk) , pour keN l' est bornée; donc il existe un sous-ensemble 
infini NIe NI tel que 

On définit ainsi, de proche en proche, des sous-ensembles infinis 

L'ensemble Nm+ 1 est alors un sous-ensemble infini de Nm tel que 

Considérons maintenant la suite infinie N' d'entiers, définie comme suit: 
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pour chaque entier m;> l, le m-ième terme de la suite N' est le m-ième 
terme de la suite Nm• La suite N' est une suite strictement croissante, et il 
est clair que, à partir du m-ième, tous les entiers de la srute N' appartiennent 
à Nm• Ceci vaut pour tout m, et par conséquent la suite N' vérifie la condition 
(5. 3), ce qui achève enfin la démonstration. 
Ainsi le théorème fondamental du § 2 est entièrement établi. 

Remarque. En réalité, la démonstration qu'on vient de faire consiste à 
prouver, dans un cas particulier, qu'un produit (infini) d'espaces compacts 
est compact. 

6. QUELQUES CONSÉQUENCES DU THÉORÈME FONDAMENTAL 

On utilisera souvent le principe suivant: Soit A un ensemble borné de fonc­
tions holomorphes dans D; si une suite de fonctions f,. e A n'a qu'une seule fonction 
adhérente (au sens de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact) .. 
cette suite est convergente (au sens de cette topologie). 

Cela résulte d'un théorème classique de topologie sur les espaces compacts. 
Comme application de ce principe, considérons d'abord le cas où l'ouvert 
D est connexe et où la suite des fonctions f,. converge simplement en chaque 
point d'un ouvert non vide D' contenu dans D (la convergence signifie que 
pour chaque -teD' la suite des nombresf,.(:t) a une limite). S'il en est ainsi 
et si les f,. appartiennent à un ensemble borné, la suite ffe converge unifor­
mément sur tout compact de D. En effet, sif et g sont deux fonctions holo­
morphes dans D, toutes deux adhérentes à la suite desf,., on a évidemment 
f(l;,) = g (1;,) en tout point 1;, e D', ce qui entraîne quef et g sont identiques 
dans D (en vertu du principe du prolongement analytique). 
Considérons maintenant le cas d'une suite bornée de. fonctions holomorphes 
f,. satisfaisant à la condition C(l;,o) du lemme 2; 1;,0 désigne ici un point de 
D. Alors, si D est connexe, la suite f,. converge uniformément sur tout 
compact de D. En effet, si f et g sont deux fonctions holomorphes adhé­
rentes à la suite (f,.), on a f<") (1;,0) = ''')(1;,0) pour tout entier n;> 0, et par 
conséquent f et g sont identiques en vertu du principe du prolongement 
analytique. 
On peut aussi considérer le cas d'une suite bornée de fonctions holomorphes 
f,. dans D, qui converge simplement en chaque point d'un sous-ensemble 
E non discret de D, D étant toujours supposé connexe. Une telle suite converge 
uniformément sur tout compact de D, car si f et g sont deux fonctions 
holomorphes adhérentes à la suite (f,.), la différence f (1;,) - g(l;,) s'annule 
en tout point de E, donc est identiquement nulle puisque l'ensemble des 
zéros d'une fonction holomorphe dans D (connexe) et non identiquement 
nulle est un ensemble discret. 



ExerciCes 

Exercices 

1. Soitf(z) une fonction holomorphe dans le disque Izi < l, et suppo­
spns q\le f (0) = o. Montrer que la série ~ f (zn) converge uniformément 

n~t 

S'lr tout compact dans ce disque. (Étant donné 0 < r < l, utiliser le 
lemme de Schwarz (dans le disque Izi < r) pour majorer If (zn) 1 par un 
multiple constant de Izln pour Izl <; r). 

2', Soit D un ouvert connexe du plan C, et soit Ifn (z) 1 une suite de fonctions 
holomorphes dans D, supposée uniformément convergente sur tout compact 
de.p vers une fonction non identiquement nulle f(z). Soit de plus l' le 
bord orienté d'un compact K dans D, tel que f (z) =1= 0 sur 1'. Montrer 
qu'il existe un entier positif N tel que, pour n ~ N, on aitfn (z) =1= 0 sur 1', 
et que fn et f admettent le même nombre de zéros dans K. (Si M est la 
borne inférieure de If(z)1 sur 1', et si on choisit N de telle manière que 
1 fn (z) ',- f (z) 1 < M pour n ~ N et Z e 1', on peut appliquer le théorème 
de Rouché (exercice Igdu chapitre III) aux fonctionsf(z) etfn (z) - f(z).) 

En déduire que, si a est un zéro def(z), il existe une suite (an) de points 
de D telle que 

liman = a, 
n 

3. Soit .. un nombre complexe tel que Im('t") > 0, et posons q = eT.;'. 
Montrer que les deux séries suivantes convergent uniformément sur tout 
compact dans le plan C de la variable u : 

Si on désigne par .9'o(u), .9'1(U) les fonctions holomorphes (dans le plan 
tout entier) définies par ces séries, on a les relations suivantes: 

.9'o(u + 1) = .9"o(u), .3"1(U + 1) = - .9"1(U), 

.9"o(u + 't") = - q-lr 2T.iu.s-o(u), .9"1(U + ~) = - q-lr hiu,5-t (U), 

.9"0 (u + ;) = iq-I/4 r "iu.9"I(U). 

Montrer que les fonctions .9'o(u), .9'1(U) ne sont pas identiquement nulles. 
(Montrer, par exemple, que 
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Montrer que les nombres complexes m + n"C', avec m, n entiers" sont des 

zéros de la fonction .3'1(U) , et que les nombres m + (n + ;)-r sont des zéros 

de .3'o(u). En évaluant l'intégrale de la fonction h'/h sur le périmètre d'un 
parallélogramme de périodes convenablement choisi, montrer qu'il n'y 
en a pas d'autres. 

4. Soit a un nombre réel. En procédant comme au nO 2, § 2, montrer 
l'égalité suivante: 

1ti sh 21ta ~ (1 1) 
. (+')' ( ') - ~ + .- . , SID1t,c al Sln1t,c-al _",<n<+",,c n-al ,c+n+al 

et en déduire que 

~. sh 21ta = ~ 1. 

a ch 21ta - cos 21t,c _'" <n<+,. (,c + n)1 + al 

5. Montrer les développements suivants: 

_1t_ = ~ (- l)n+l(2n - 1), 
cos 1t,c "~I ( 1 ):1 Il n-- -oc 

2 

(i) 

(ü) 

Déduire de (i) que l'on a 

1t 1 1 1 
-=1--+---+,,' 
4 3 5 7 

Déduire de (i), (ii), en procédant comme au nO 3, § 3, les formules suivantes: 

(iii) 

(iv) 

-n( _ 4oC1I 
) COS'ltZ- 1 ( )11 • 

,,~I 2n- 1 

cos~-sin 1t,c = II (1 + (-I)",c). 
4 4 ,,~I 2n- 1 

(On remarquera que 

(cos t/2 - sin t/2)' __ 2.. 1 + sin t.) 
cos t/2 - sin t/2 - 2 cos t 

6. Montrer que l'on a 
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(Utiliser la formule (4. 14).) En déduire, par intégration, que l'on a 

r(z) r(z + 1/2) = e",+br(2Z), a, b constantes; 

déterminer G, b en faisant successivementz = 1/2, 1. 

Montrer par la même méthode la formule plus générale pour un entier 
P ~ 2 quelconque: 

r(pz) = (2'1r)-(P-l)/IPPZ-1/8r (z)r(z + ;)""" r(z +P pl). 
(Pour déterminer les constantes d'intégration, on fera z = IIp, 1; on 
pourra utiliser la formule (4. 9), avec Z = qlp, 1 < q <p, et la relation 

sin~sin~""" sinP .. l 'Ir = p12p - 1 (pour P ~ 2), pour évaluer 
P P ~ 

r(l/p) r(2Ip) ... r(p - I)/P).) 

7. (i) Montrer que l'intégrale~. contenant un paramètre réel x, 

10"" ,-'t"'-1 dt 

converge uniformément sur tout intervall~ a < x < b, où 0 < a < bj 

en déduire que l'intégrale 1'" ri t,-Idt définit une fonction holomorphe· 

de z, que l'on désignera par G(z), dans le demi-plan Re(z) > o. 
(ii) Montrer que l'on, a 

(1) 1 - - . t-I dt = . pour x réel > 0, 1"( t \" n"'n' 
on) x(x + 1) " " " (x + n) . 

et n entier ~ 1; 

(2) e-I(I-:ntl)«l-+f<e-I pour o<t<n. 

(Montrer d'abord les inégalités 1 -tIn < e-II" < 1 -tIn + t1/2nl, et ensuite 
utiliser l'inégalité a"-b"<na"-'I(a"":"'b), valable pour a~b~o, en 
prenant a = e-I/", b~ 1 - tIn.) 
En déduire que l'on a 

li~ 1" ( 1 - + )" t"'-l dt = 1"" e-1t"'-1 dt, 

et que 
G(z) = r(z) pour Re(z) > o. 

8. Déterminer le résidu de la fonction r(z) au pôle z = - n, Il. =" 0, I, 2, ..... 
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9. Montrer que, si 

1 
~(Z) = B + allZl + a,z' + ... + a2nz1n + ... 

Z 

est le développement de Laurent de la fonction ~(z) à l'origine, l'équation 
différentielle (5.9) du § 2 permet de déterminer par récurrence les coefficients 
a2n, avec n;? 3, comme polynômes en ag, a,. Déterminer effectivement aa, as' 

10. Soit P un parallélogramme de périodes de la fonction~. Montrer que, 
si IX et ~ sont deux nombres complexes, la fonction 

(1) 

possède trois zéros dans P, et que leur somme est égale à une période 
(utiliser les propositions 5. 1 et 5. 2. du chapitre III, § 5). En déduire que, 
si u, v sont deux nombres complexes tels que u + v :;;è 0 (mod. 0), on 
peut trouver IX, ~ de telle sorte que la fonction (1) admette u, v et - u - v 
comme zéros; en déduire que, si u + v + W = 0, on a 

~(u) 
det ~(v) 

~(w) 

~'(U) 
~'(v) 
~,(W) 

1 =0. 

II. Reprenons les notations de l'exercice 3 ci-dessus. Montrer que le 
produit infini 

II [(1 - qlln-leh1u){1 _qlln-le-hiU)] 
n;?>! 

définit une fonction f(u) holomorphe dans tout le plan de la variable 
complexe u. Quels sont les zéros def(u)? Montrer que l'on a 

f(u) = &·.9"o(u), 

où & désigne une constante. 
(On montrera quef(u)f;,o(u) est une fonction doublement périodique et 
holomorphe dans tout le plan, et on appliquera le corollaire à la proposition 
5. 1 du chapitre III, § 5.) 



CHAPITRE VI 

Transformations holomorphes 

1. Généralités; exemples 

1. ÉTUDE LOCALE D'UNE TRANSFORMATION HOLOMORPHE W = f (z) Q.UAND 

l' (zo) =1= 0 

PROPOSITION 1.1. Soit w =f(z) une fonction holomorphe au voisinage de zo; 
supposons f' (zo) =1= 0, et posons W o = f(zo)' Lorsque Z et w sont assez vomns 
de Zo et W o respectivement, la relation w = f(z) est équivalente à une relation 
Z = g(w), où g désigne unefonction holomorphe (bien déterminée) de w au voisinage 
de wo, telle que g(wo) = zoo 

Cela résulte du chapitre l, § 2, proposition g. l, et aussi du chapitre IV, 

§ 5, proposition 6.1. 
Ainsi, au voisinage d'un point, la transformation réciproque d'une 

transformation holomorphe à dérivée =1= 0 est une transformation holo­
morphe; de plus, avec les notations précédentes, la dérivée g' est donnée 
par la relation 

g'(w) = 1'(z)' 

En particulier, cette dérivée est =1= 0 au point W o' 
Notons c le nombre complexe non nulf'(zo)' La transformation linéaire 

(homogène) tangente au point Zo à la transformationfest la transformation 

(1. 1) W=cZ. 

Considérée comme une transformation du plan, c'est une similitude directe. 
En particulier cette transformation conserve les angles et leur orientation. En 
d'autres termes, si deux arcs différentiable's 'fI et 'f2 du plan (z) ont pour 
origine le point zo, les transformés de ces arcs par w = f (z) sont des arcs 
différentiables d'origine wo, et les demi-tangentes au point W o font un 
angle orienté égal à l'angle orienté des demi-tangentes aux arcs 'fI et 'fs 
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au point Zo0 Pour cette raison, on dit que la transformation holomorphe 
w = f (z) est conforme en chaque point Zo où la dérivée l' (zo) est #- O. 

Réciproquement, toute transformation linéaire (homogène) du plan 
qui conserve les angles (sans conserver nécessairement leur orientation) 
est de la forme (1. 1) ou de la forme 

W=cZ. 

En effet, si T est une telle transformation, il existe une similitude directe 
8 telle que la composée 8-1 0 T laisse fixe le point de coordonnées réelles 
(l, 0). Puisque 8- 1 0 T conserve les angles, le point (0, 1) est transformé 
en (0, a), a réel #- O. Alors (l, 1) est transformé en (l, a); donc les 
vecteurs (l, 1) et (l, a) font avec (1,0) des angles égaux, d'où a = + 1. 
8i a = l, 8-1 0 T est l'identité, et T = 8 a la forme (1. 1). 8i a = - l, 
8- 1 0 T = U est la symétrie par rapport à l'axe réel, et T = 8 0 U a la 
forme (1.2). 

C.Q.F.D. 
Dans le cas (1.1), la transformation linéaire conserve l'orientation; 

dans le cas (1. 2), elle change l'orientation. Considérons alors une trans­
formation w = f (z) définie dans un ouvert connexe D du plan de la variable 
complexe Z = x + ~; supposons-la continûment différentiable avec un 
jacobien #- 0 en tout point de D; si cette transformation conserve les 
angles (autrement dit, si la transformation linéaire tangente en chaque 
point de D est de l'un des types (1. 1) ou (1. 2), on a en chaque point de D 
l'une des relations 

?Jf = O. 
?Jz 

Ces relations ne sont jamais vérifiées simultanément en un point de D, 
sinon les dérivées partielles de f par rapport à x et y seraient toutes deux 
nulles, contrairement au fait que le jacobien est non nul. Puisque les deux 

fonctions ?J!. et ?Jf sont continues, l'ensemble des points de D où chacune 
?Jz ?Jz 

d'elles est nulle est fermé dans D; D est réunion de ces deux ensembles 
fermés disjoints, et par suite l'un de ces deux ensembles est vide puisque D 

est connexe. Deux cas seulement sont donc possibles : ou bien ~{ = 0 

en tout point de D (alors la transformation est holomorphe), ou bien ?Jf = 0 
?Jz 

en tout point de D (et alors f est une fonction holomorphe de z). Dans ce 
dernier cas nous dirons que la transformation est antiholomorphe. En résumé : 

PROPOSITION 1. 2. Pour qu'une transformation contintlment différentiable à jacobien 
partout #- 0 dans un ouvert connexe D du plan conserve les angles, il faut et il suffit 
qu'elle soit holomorPhe ou antiholomorPhe. -Dans le premier cas, elle conserve l'orien· 
tation des angles; dans le second cas, elle change l'orientation des angles. 



§ 1. Généralités; exemples 

2. ÉTUDE LOCALE D'UNE TRANSFORMATION HOLOMORPHE W = f(;:,) QUAND 

f'(;:,o) = 0 

Considérons d'abord un cas particulier, celui de la transformation 

(2. 1) w=;:,P, 

où p désigne un entier;> 2. La dérivée de ;:,P est nulle pour;:,.= o. La 
transformation réciproque 

;:, = W 11p 

est multiforme; à chaque valeur #: 0 de w correspondent p vale~rs distinctes 
de ;:,. Les angles ne sont pas conservés à l'origine par la transformation 
(2. 1), puisque l'argument de west égal à p fois l'argument de ;:,. On voit 
que les angles sont multipliés par l'entier p. Lorsque le point;:, tourne une 
fois autour de l'origine, le point w tourne p fois autour de l'origine dans 
le même sens; on laisse au lecteur le soin de donner un énoncé précis 
concernant l'indice d'une courbe fermée décrite par;:, et l'indice de la 
courbe transformée déCrite par w. 
Pour étudier le caS général d'une transformation holomorphe w = f (;:,) 
lorsquef'(;:,o) = 0, nous supposerons pour simplifier ;:'0 = o,f(;:,o) = o. 
Dans <;e qui suit il est essentiel de supposer que la fonctionfn'est pas iden­
tiquement nulle au voisinage de 0; si p est l'ordre de multiplicité du zéro 
defà l'origine, le développement de Taylor defà l'origine est de la forme 

la constante c étant#: 0, et la fonctionfll holomorphe à l'origine, satis­
faisant à f1 (0) = o. Posons 

fl(;:') = CIIP(I + f1)'IP; 

la fonctionfl(;:') est holomorphe au voisinage de l'origine (on choisit l'une 
de ses déterminations), et l'on a f.(o) =1= o. La relation (2.3) équivaut 
alors à 

Posons 

D'après le nO l, cette relation donne;:, = g(t), où g est holomorphe au 
voisinage de 0 et nulle au J;>0int 0, avec g'(o) =1= o. D'après (2.4), on a 
t = w'IP, d'où finalement: ' 

(2.6) 
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Ainsi la relation w = f(z) est équivalente, au voisinage de l'origine, à une relation 
de la forme (2. 6), où g est holomorphe au voisinage de 0 et nulle à l'origine, avec 
g'(O) =1= o. 

En particulier, à toute valeur w assez voisine de 0 et =1= 0 correspondent 
p valeurs distinctes /je z. On dit que l'origine est un point critique d'ordre p 
pour la transformation (2.6), réciproque de w =f(z). 

3. TRANSFORMATIONS HOLOMORPHES 

THÉORÈME. Soit f une fonction holomorphe non constante dans un ouvert connexe D. 
Alors l'image f(D) e.tt un ouvert du plan. 

Démonstration. Il suffit de montrer que, pour tout poin,t Zo e D, l'image 
f(D) contient tout les points d'un voisinage def(zo). Le cas OÙf'(ZO) =1= 0 

est justiciable du nO 1 : dans ce cas f définit un homéomorphisme d'un 
voisinage de Zo sur un voisinage def(zo). Le cas OÙf'(ZO) = 0 (la fonctionf 
n'étant pas identiquement nulle au voisinage de zo) est justiciable du 
nO 2 : dans ce cas il existe un voisinage de Zo dans lequel la fOllctionfprend 
p fois chaque valeur suffisamment voisine de f(zo) et =l=f(zo). Ainsi, 
dans tous les cas, le théorème est démontré. 

Remarque. Pour tout ouvert D' contenu dans D, l'imagef (D') est un ouvert. 
On dit que l'application f est une application ouverte. 

COROLLAIRE. Sif est unef onction holomorphe et univalente (Cf. chapitre v, § 1, 
nO 2) dans un ouvert connexe D,f est un homéomorphisme de D sur l'ouvert f(D), 
et l'application réciproque f-l est holomorphe dans f(D). 

Démonstration. f est une application injective, et est continue et ouverte. 
Son application réciproquef-l est èontinue parce quefest ouverte. Puisque 
f est univalente, on a f' (zo) =1= 0 en tout point Zo e D, en vertu du nO 2; 

donc, d'après le nO l,f-1 est holomorphe en chaque pointf(zo). 

Définition. Soient D un ouvert du plan de la variable Z et D' un ouvert 
du plan de la variable w. On appelle isomorPhisme de D sur D' un homéo­
morphisme qui est défini par une application holomorpheJ, l'application 
réciproque étant aussi holomorphe. 
Il résulte du corollaire précédent que dès qu'une application holomorphe 
dans D est univalente, c'est un isomorPhisme de D sur son imagef(D). 

Remarque. Les définitions et les résultats précédents s'appliquent non 
seulement à un ouvert D du plan de la variable complexe, mais plus géné­
ralement à un ouvert D de la sphère de Riemann, l'applicationfpouvant 
prendre aussi ses valeurs dans la sphère de Riemann. 
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4. EXEMPLES DE TRANSFORMATIONS HOLOMORPHES MULTIVALENTES 

Même lorsque la dérivée J'(;;) est partout 01= 0, la fonction J peut être 
multivalente (c'est-à-dire .non univalente). L'exemple le plus simple est 
celui de la transformation 

qui est périodique de période 2'1ti. 'Une bande a< lm ;; < b est transformée 
dans l'ensemble des points w tels que 

a < argw < b. 

Dans cette bande la transformati4>n est univalente si et seulement si 

b-a ~ 2'1t. 

A titre d'exemple nous étudierons la transformation w = cos;;, dont la 
dérivée s'annule pour tous les;; multiples entiers de 'It. On a 

w = cos;; = ~ (e': + ri'). 
. 2 . 

La transformation w = cos;; est donc composée des deux transformations 

t = el' et 1 
W = - (t + 1ft). 

2 

Étudions la transformation réciproque : si on se donne arbitrairement w, 
il lui correspond deux valeurs de t, à savoir les racines de l'équation du 
second degré 

t" - 2wt + 1 = 0, 

racines dont le produit est égal à 1; elles sont distinctes si w 01= ± 1; à 
chacune de ces racines correspondent une infinité de valeurs de ;;, déduites 
de l'une d'elles par addition d'un multiple entier arbitraire de 2'1t. 

Posons ;; = x + !y, w = u + iv (x, y, u, v étant réels). On a 

u = chy cos x, v = - sh j sin x. 

Si on fixe y, le point (u, v), lorsque x varie, décrit l'ellipse 

u" v" --+--=1 
ch" y sh" y 

(il la décrit une fois si x varie dans un intervalle d'amplitude 2'1t). Si on 
fixe x, le point (u, v), lorsquey varie, décrit une fois l'une des deux branches 
de l'hyperbole 

ull VII 
-----=1. 
cos· x sin li x 
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Pour étudier comment w varie en fonction de z, il suffira, à cause de la 
périodicité, de faire varier x de - 'lt à + 'lt, Y variant de - 00 à + 00. 

De plus, si on change z en - Z, w ne change pas; on fera donc varier x 
seulement de 0 à 'lt. Si on change y en -y sans changer x, u n'est pas 
changé, et v est changé en - v : donc à deux points ZI et Z2 symétriques par 
rapport à l'axe réel correspondent deux points W 1 et W 2 symétriques par 
rapport à l'axe réel. Finalement, il suffira de faire varier x de 0 à 'lt, et y 
de 0 à + 00. Soit donc D l'ouvert 

(D) o<x<'lt, y>o. 

Faisons d'abord décrire au point Z = x + ry le « bord orienté » de D : 
1 ° lorsque, x restant 0, y décroît de + 00 à 0, w reste sur l'axe réel, en 
décroissant de + 00 à + 1; 20 lorsque, y restant 0, x croît de 0 à 'lt, W reste 

o 
X 
M 
X 

........ 

v 

........ ,' 
,t·· ... 
: ", 

eo" x.! \ 
o r- - :- i' - - +.lt;--------x~ -;---

: 2. 
, 

----~ ............. _ ... -
: Y=-Yo 

Figure II 

sur l'axe réel, en décroissant de + 1 à - 1; 30 lorsque, x restant égal à 'lt, 
Y croît de 0 à + 00, w reste sur l'axe réel, en décroissant de - 1 à - 00. 

Ainsi l'application w = cos Z applique homéomorphiquement le bord de 
D sur l'axe réel. 
Le lecteur montrera que D est appliqué homéomorphiquement sur le 
demi-plan inférieur v < o. D'une façon précise, lorsque le point Z décrit 
un segment y = Yo (constante> 0), x croissant de 0 à 'lt, le point w décrit 
une fois et une seule une demi-ellipse ayant + 1 et - 1 pour foyers, située 
dans le demi-plan v < 0, ayant pour grand axe ch Yo et pour petit axe 
sh Yo' Lorsque le point Z décrit une demi-droite x = Xo (0 < Xo < 'lt), Y 
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croissant de 0 à + ex), le point w décrit une fois et une seule une demi­
branche d'hyperbole ayant + 1 et - 1 pour foyers, située dans le demi­
plan v < 0, ayant pour axes Icos xol et sin Xo. 
La bande 0 < x < 'It (y variant de - ex) à + ex)) est appliquée homéormor­
phiquement sur le plan privé des deux demi-droites (portées par l'axe 
réel) u·;;;:':' + 1 et u < - 1. 

En ce qui concerne les angles, on observera que la transformation w = cos Z 

double les angles en chacun des points z = 0 et Z = 'It (les angles droits du 
bord de D sont transformés en angles plats); ceci correspond au fait que la 
dérivée - sin z de cos z possède un zéro simple en chacun de ces points. 
A l'intérieur de D, la transformation conserve les angles; elle transforme 
les parallèles aux axes de coordonnées du plan (z) en des ellipses et hyper­
boles homofocales, comme on l'a vu. 

2. Représentation conforme 

1. POSITION DU PROBLÈME 

Soient D et D' deux ouverts connexes de la sphère de Riemann 82• On 
se demande s'il existe un isomorphisme de D sur D', ou, ce qui revient au 
même, s'il existe une application holomorphe univalente de D sur D'. 
Une condition nécessaire pour que le problème précédent ait une solution 
est de nature purement topologique. Il faut que D et D' soient homéo­
morphes; en effet, tout isomorphisme est un homéomorphisme. Par exemple, 
si D est simplement connexe, il est nécessaire que D' soit aussi simplement 
connexe. Cette condition nécessaire n'est pas suffisante, comme le montre 
le théorème suivant: 

THÉORÈME 1. Le plan C et le disque ouvert Izl < 1 ne sont pas isomorphes (bien 
qu'ils soient homéomorphes). 

Démonstration. Supposons qu'il existe un isomorphismef de C sur le disque 
Izi < 1. Alors f est une fonction holomorphe et bornée, donc d'après le 
théorème de Liouville elle est constante, ce qui implique une contradiction 
puisqu'elle doit être univalente. 

2. AUTOMORPHISMES DE D 

Supposons qu'il existe au moins un isomorphisme f de D sur D', et cher­
chons alors à déterminer tous les isomorPhismes g de D sur D'. La transfor­
mation S = f-t 0 g est un isomorphisme de D sur lui-même, autrement 
dit est un automorphisme de D; on a 

(2. 1) g =fo S. 

181 
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Réciproquement, si S est un automorphisme de D, la transformation g 
définie par (2. 1) est un isomorphisme de D sur D'. Ainsi on obtient tous 
les isomorphismes de D sur Dien composant un automorphisme arbitraire 
de D avec un isomorphisme particulier f de D sur D'. Il est clair que les 
automorphismes de D forment un groupe r(D). De plus sifest un isomor­
phisme de D sur D', l'application S _ f 0 S 0 f- I est un isomorphisme 
du groupe r(D) sur le groupe l'(D'). 

On se propose, dans les exemples qui suivent, de déterminer explici­
tement le groupe r(D) pour certains ouverts D particuliers. 

3. AUTOMORPfllSMES DU PLAN COMPLEXE 

On prend ici pour D le plan C tout entier. Soit z - f (z) un automor­
phisme de C; la fonction f(z) est holomorphe dans C; donc deux cas 
seulement sont possibles a priori : 

1 ° f admet le point à l'infini comme point singulier essentiel; 

2° f est un polynôme. 

On va voir que le cas 1° est impossible: puisque f est univalente, l'image 
par f de la couronne Izl > 1 ne rencontre pas l'image par f du disque 
Izi < l, image qui est un ouvert non vide. Donc l'image de Izl > 1 n'est 
pas dense dans tout le plan,. et par conséquent, d'après un théorème de 
Weierstrass (chapitre III, § 4, nO 4), le point à l'infini n'est pas singulier 
essentiel pourJ. Ainsifest un polynôme de degré n:> 1; d'après le théorème 
de d'Alembert, l'équationf(z) = w admet n racines distinctes (sauf pour 
des valeurs particulières de w). Or, par hypothèse, f est univalente. On 
en conclut n = 1. On a donc démontré le théorème suivant : 

THÉORÈME. 2. Le groupe des automorphismes de C se compose des transformations 
linéaires 

(3. 1) z -az + b, a# o. 

Lorsque a = l, la transformàtion (3. 1) est une translation; elle n'a pas 
de point fixe. Au contraire, lorsque a # l, la transformation admet un 
point fixe unique, à savoir 

b z=---· 
I-a 

On observera que les transformations (3. 1) forment un groupe transitif 
dans le plan C : autrement dit, étant donnés deux points quelconques 
Zl et Z2' il existe au moins une transformation du groupe qui transform~ 
Zl en Z2' Le sous-groupe d'isotroPie d'un point zo, c'est-à-dire le sous-groupe 
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des transformations qui laissent fixe le point zo, se détermine aisément; 
par exemple le groupe d'isotropie de l'origine 0 se compose des similitudes 
directes z -+ az. 

4. AUTOMORPHISMES DE LA SPHÈRE DE RIEMANN 

Considérons les transformations homographiques 

az+b w=--, 
cz+d 

ad- bc #= o. 

Si on multiplie les constantes a, b, c, d par un même nombre c('mplexe =1= 0, 

on obtient la même transformation.· Ainsi on devra toujours considérer 
que les coefficients a, b, c, d, ne sont définis qu'à un facteur constant près. 

Une telle transformation est définie sur la sphère de Riemann SI' et 
à valeurs dans la sphère de Riemann·S 2: d'une façon précise, pour z = 00, 

on a w = ale si c #= 0, et w = 00 si c = 0 (ce qui implique a #= 0). Chaque 
transformation (4. 1) possède une transformation réciproque 

dw-b z= , 
-cw+a 

ce qui montre que chaque transformation homographique (4. 1) est un 
homéomorphisme de S2 sur S2. 

Les transformations (4. 1) forment ainsi un groupe G d'automorphismes 
de la sphère de Riemann S2. On se propose de démontrer: 

THÉORÈME 3. La sPhère de Riemann S2 ne possède pas d'autre automorphisme que 
les homographies (4. 1). 

Démonstration. Considérons le sous-groupe formé des transformations de G 
qui laissent fixe le point à l'infini de Sa. Ce sont les transformations pour 
lesquelles c = 0, et puisque d #= 0, on peut supposer d = 1. Autrement dit, 
le sous-groupe des transformations de G laissant fixe le point à l'infini 
n'est autre que le groupe de tous les automorphismes w = az + b du plan 
C (théorème 2). Ce groupe est donc aussi le groupe de tous les automor­
phismes de S. laissant fixe le point à l'infini. Le théorème 3 résulte alors 
d'un lemme de caractère général: 

LEMME. Soit D un ouvert de la sphère de Riemann S. et soit G un sous-groupe du 
groupe r(D) de tous les automorphismes de D. Supposons vérifim des deux conditions 
suivantes: 

a) G est transitif dans D; 
b) il existe au moins un point de D dont le groupe d'isotropie est contenu dans G. 

Alors G est le groupe de tous les automorphismes de D. 
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Démonstration du lemme. Soit Se r (D), et soit Zo e D un point dont le 
groupe d'isotropie soit contenu dans G. Puisque G est transitif, il existe 
Te G telle que T(zo) = S(zo)' Donc la transformation T-I 0 Se r(D) laisse 
fixe le point Zo, et appartient donc à G; ainsi S = T 0 (T-I 0 S) appartient 
à G. C.Q.F.D. 

5. ÉTUDE GÉOMÉTRIQ.UE DU QROUPE DES HOMOGRAPHIES; ÉQ.UIVALENCE 

DU DEMI-PLAN ET DU DISQ.UE 

Lorsque e # 0, la transformation (4. 1) se met sous la forme canonique 
bien connue : 

(5. 1) w =!!..- + (be - ad)le2 • 

e Z + dIe 

Il en résulte que (4. 1) est composée des transformations 

a 
w = Zs +-, e 

(avec k = be Cl ad), dont chacune est homographique d'un type parti­

culier. Ainsi toute transformation homographique est composée de trans­
lations, d'homothéties de rapport # 0, et d'inversions-symétries (en appe­
lant inversion-symétrie une transformation de la forme z' = I/z; cette 
transformation est en effet composée d'une symétrie par rapport à l'axe réel 
et d'une inversion de pôle 0 et de puissance 1). Le résultat précédent a été 
établi pour les transformations (4. 1) telles que e :F 0; lorsque e = 0 il 
est encore vrai, d'une manière évidente. 0:1 en dédUit que toute trans­
formation homographique transforme un cercle ou une droite dans un 
cercle ou une droite (les droites étant considérées comme les cercles passant 
par le point à l'infini). D'autre part, les transformations homographiques 
sont conformes, puisque ce sont des applications holomorphes de 82 dans 
S2; en particulier elles transforment des cercles (ou droites) orthogonaux 
en cercles (ou droites) orthogonaux. 

Étant donnés arbitrairement deux cercles (ou droites), il existe toujours 
une homographie transformant l'un dans l'autre. En particulier il existe 
une homographie transformant l'axe réel y = 0 dans le cercle-unité: 
il suffit de prendre par exemple la transformation 

z-i w = -------;. 
Z + z 

Pour le vérifier, il suffit de s'assurer que trois points particuliers de l'axe 
réel (par exemple 0, 1 et 00) sont transformés en des points du cercle­
unité (ici, les points w = - l, W = - i et w = 1). 
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A priori une transformation homographique qui transforme l'axe réel 
dans le cercle-unité transforme l'un des demi-plans limité par l'axe réel 
dans l'intérieur du disque-unité, et l'autre demi-plan dans l'extérieur du 
disque-unité (point à l'infini inclus). Dans le cas de la transformation 
(5.2), le demi-plan supérieur y > 0 est transformé dans le disque Iwi < l, 

puisque le point z = i est transformé dans w = o. 

6. AUTOMORPHISMES DU DEMI-PLAN ET DU DISQ.UE-UNITÉ 

Notons P le demi-plan y> 0, et B le disque ouvert Iwl < I. D'après la 
fin du nO 2, la transformation (5. 2) établit un isomorphisme du groupe 
r(p) sur le groupe r(B). On se propose maintenant de déterminer expli­
citement ces deux groupes. 
On a déjà déterminé le groupe de tous les automorphismes de la sphère de 
Riemann. Parmi eux, ceux qui transforment l'axe réely = 0 en lui-même 
forment \.ln sous-groupe; c'est le sous-groupe des transformations homo­
graphiques 

(6. 1) az + b 
z-+---d' cz+ 

ad - bc =F 0, 

où les coefficients a, b, c, d, sont réels. En effet, il est évident que si les coeffi­
cients sont réels, les transformations (6. 1) transforment l'axe réel en lui­
même; réciproquement, si l'axe réel est transformé en lui-même, les coeffi­
cients a, b, c, d, sont déterminés, à un facteur près, par un système d'équa­
tions linéaires à coefficients réels, que l'on obtient en considérant trois 
points distincts Zl' Z2' Z3 de l'axe réel et en écrivant que les transformés 
de ces points sont réels. 

Comme les coefficients de (6. 1) ne sont définis qu'à un facteur réel =F 0 

près, on peut, dans (6. 1), supposer que ad - bc = + I. On voit facile­
ment que, parmi les transformations (6. 1), celles qui transforment 
le demi-plan supérieur y > 0 en lui-même sont celles pour lesquelles 

ad - bc = 1; pour cela, il suffit de vérifier que la partie réelle de a~ + db 
Ct + 

est > o. Les transformations (6. 1) pour lesquelles ad - bc = 1 forment un 
sous-groupe G du groupe r (P) de tous les automorphismes du demi­
plan P; chaque transformation de G détermine les coefficients a, b, c, d, 
au facteur + 1 près. 

THÉORÈME 4. Le groupe précédent G contient tous les automorphismes du demi-pian P. 

Lorsque ce théorème sera démontré, il en résultera que chaque automor­
phisme du demi-plan P se prolonge en un automorphisme de la sphère de 
Riemann, ce qui n'est nullement évident a priori. 

Pour démontrer que G = r(p), on observe d'abord que le groupe G 
est transitif dans le demi-plan P. En effet, le point i peut être transformé 
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en un point arbitraire a + ib (b > 0) du demi-plan par une transformation 
convenable de G; c'est immédiat. Si nous montrons que le groupe d'iso­
tropie d'un point du demi-plan (par exemple le point z = i) est contenu 
dans G, le théorème 4 sera démontré grâce au lemme du nO 4. Tout revient 
donc à montrer que le groupe d'isotropie du point i est formé de transfor­
mations homographiques. 
La transformation (5. 2) définit un isomorphisme de ce groupe d'isotropie 
sur le sous-groupe de r(B) formé des automorphismes du disque lw/ < 1 

qui laissent fixe le centre o. Il suffira alors de démontrer : 

PROPOSITION 6. 1. Si un automorphisme du disque Izl < 1 laisse fixe 0, c'est 
une rotation ~ _ ~ei', 0 étant un angle quelconque. 

Démonstration de la proposition 6. 1. Soit z - ! (z) un automorphisme du 
disque-unité tel que! (0) = o. D'après le lemme de Schwarz (chapitre III, 
§ 3), on a 

I!(z)/ < /z/ 
pour tout ~ tel que jz/ < I. Mais en appliquant le lemme de Schwarz à la 
transformation réciproque on trouve aussi 

/z/ < /!(z) /. 
En comparant on obtient /!(z)l = I~I, et par suite, toujours d'après le 
lemme de Sc!lwarz, on a!(~) = c~, c étant une constante de module égale 
à 1. Ceci achève la démonstration. 

Ainsi se trouve en même temps achevée la démonstration du théorème 4. 

A titre d'exercice, on déterminera explicitement le sous-groupe d'isotropie 
du point ~ = i dans le groupe de tous les automorphismes du demi-plan 
supérieur y > o. Il est transformé du sous-groupe d'isotropie de 0 dans le 
groupe des automorphismes du disque-unité, par la transformation (5. 2). 
On trouve les transformations 

z + tg.!. 
2 

<:------"0-
1 -ztg-

2 

qui dépendent du paramètre réel o. 
Pour déterminer le groupe des automorphismes du disque-unité /z/ < l, 

iI suffit en principe de transformer par (5. 2) le groupe des automorphismes 
du demi-plan supérieur. Mais on va procéder directement. Il s'agit de 
déterminer toutes les transformations homographiques 

, az + b z=-­
c~ + d 

qui transforment le cercle Ü - 1 = 0 en le cercle z''1.' - 1 = 0, et tram-
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forment le disque ouvert 1 - ~Z > 0 en le disque ouvert 1 - ~'Z' > o .. 
La première de ces conditions exprime que l'on a 

(a~ + b) (a~ + 0) = (cz + d) (c~ + a) 

quel que soit ~ de module l, ce qui implique 

(6. 2) aD = ca 
et 

aa - cc = dl - bD. 

On a alors 

1 -~'z' 
(dl -bD) (1 -~z) 

Ic~+dIB ' 
et pour que 1 - ~Z > 0 entraîne 1 - z'z' > 0, il faut et il suffit que 

da - bD > o. 

L'inégalité (6.4), avec l'égalité (6.3), entraîne a =ft 0, d =ft 0; d'après 
(6.2) on a 

CO, 
-=- =A, 
a a avec 

et, d'après (6.3), 
lai = Idl· 
Z+À~ 

a~ + b _ ~ . a = eie ~ + 2:.0 , 

cz + d d +1 a 1 + z~ 
1 (fz 

D'où: 

où 6 est réel, et Zo complexe tel que Izol < 1. 

En résumé, 011 a démontré : 

PROPOSITION 6.· 2. Le groupe des automorphismes du disque-unité se compose des 
transformations homographiques de la forme : 

(6·5) ~'=eie~+5{), 
1 +~~ 

6 réel, 

3. Théorème fondamental de la représentation conforme 

1. ÉNONCÉ DU THÉORÈME FONDAMENTAL 

On se propose le problème suivant : étant donné un ouvert D du plan C, 
trouver tous les isomorphismes (s'il en existe) de D sur le disque-unité 
I~I < 1. Une condition nécessaire pour l'existence d'un tel isomorphisme 
est la suivante : 

Il faut que D soit simplement connexe et distinct de C. 
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La première condition est nécessaire, puisque D doit être homéomorphe 
au disque ouvert, qui est simplement connexe; la condition D # C est 
nécessaire à cause du théorème 1 du § 2, nO 1. Le théorème fondamental 
qui suit affirme que ces conditions nécessaires sont aussi suffisantes. 

THÉORÈME FONDAMENTAL. Tout ouvert D du plan C, simple.nent connexe et 
distinct de C, est isomorPhe au disque ouvert Izl < I. 

La démonstration de ce théorème fera l'objet des numéros 3 et 4. Aupara­
vant observons que tout isomorphisme de D sur Izl < 1 est composé d'un 
isomorphisme particulier et d'un automorphisme arbitraire du disque­
unité. Comme les automorphismes du disque-unité forment un groupe 
transitif, on voit que s'il existe un isomorphisme de D sur le disque-unité, 
il existe un isomorphisme qui transforme un point arbitrairement choisi 
Zo e D dans le centre 0 du disque. Ainsi nous astreindrons l'isomorphisme 
cherché f à la condition 

(I. 1) 

De plus, le groupe d'isotropie du centre du disque-unité se compose des 
rotations autour de 0 (§ 2, proposition 6. 1); on peut donc astreindre 
l'isomorphisme f à la condition supplémentaire 

f'(.~o) > o. 

En résumé, les conditions (1. 1) et (1. 2) déterminent entièrement 
l'isomorphisme cherché j, s'il existe. 

Nous indiquerons tout de suite deux corollaires du théorème fondamental. 

COROLLAIRE 1. Deux ouverts simplement connexes Dl et Ds du plan C, s'ils sont 
tous deux distincts de C, sont isomorphes. 

On observera que, en vertu du théorème 1 du § 2 (no 1), un ouvert D 
simplement connexe et distinct de C n'est pas isomorphe à C. Toutefois: 

COROLLAIRE 2. Deux ouverts simplement connexes Dl et Ds du plan C sont 
toujours homéomorphes. 
En effet, s'ils sont distincts de C, cela résulte du corollaire 1; et si l'un deux 
est égal à C, cela résulte du fait que le disque Izl < 1 est homéomorphe au 
plan C. 

2. RÉDUCTION AU CAS D'UN DOMAINE BORNÉ 

·PROPOSITION 2. I. Soit D un ouvert satisfaisant aux hypothlses du théorème 
fondamental. Alors il existe un isomorphisme de D sur un ouvert borné du plan C. 

En effet, il existe par hypothèse un point a $ D. Considérons, dans D, la 
fonction .log(z- a); on peut en choisir une détermination g(z), puisque D 
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est simplement connexe (Cf. chapitre II, § 1, nO 7). La fonction g, qui 
est holomorphe dans D, est univalente dans D, car la relation g(Zl) = g(z.) 
entraîne 

c'est-à-dire Zl-a = zs-a. 

Choisissons un point Zo e D; la fonction g prend dans D toutes les valeurs 
d'un disque E de centre g(zo) (cf. § 1, nO 1). Si on translate ce disque 
par une translation 2'1ti, on obtient un disque dont aucun point n'appartient 

à l'image de D par g, puisque la fonction eY est univalente. Il s'ensuit que 
la fonction 

1 

est holomorphe, univalente et bornée dansD. Elle définit donc un isomor­
phisme de l'ouvert D sur un ouvert borné du plan C, et la proposition 2. 1 

est démontrée. 
Désormais, nous supposerons D borné; au moyen d'une translation et 
d'une homothétie, nous pourrons supposer que Zo = 0, et que D est contenu 
dans le disque Izl < 1. Ces hypothèses seront constamment faites désormais. 

3. UNE PROPRIÉTÉ D'EXTREMUM 

PROPOSITION 3. I. Soit A l'ensemble des fonctions f holomorphes et univalentes 
dans D, satisfaisant aux deux conditions 

(3. 1) f(o) = 0, If(z)1 < 1 pour zeD. 

Pour que l'image D' de f soit exactement le disque-unité, il faut et il suffit que 1 f' (0) 1 

soit maximum parmi l'ensemble des valeurs qu'il peut prendre lorsque f parcourt A. 

Démonstration. 

10 La condition est nécessaire; soitfeA et soit D' son image; soit g un 
isomorphisme de D sur le disque-unité tel que g(o) = O. On af = h 0 g, où 
h est une application holomorphe du disque-unité sur D', avec h(o) = O. 

On a Ih'(o)1 ~ 1 d'après l'inégalité de Cauchy, d'où 

If'(o)1 ~ Ig'(o)l· 

20 La condition est suffisante. Pour le voir, on va montrer que si f e A 
et s'il existe un a n'appartenant pas à l'image de f(avec lai < 1), il existe 
une g e A telle que 

Ig'(o)1 > If'(o)l· 
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Pour cela, considérons d'abord la fonction 

F(z) = log f(z) -a ; 
1 - af(z) 

elle est holomorphe et univalente dans D. Les valeurs de f(z) sont dans 

le disque-unité; donc les valeurs de f (z) f( a) y sont aussi (cf. § 2, propo-
I-a Z 

sition 6. 2), et par conséquent la fonction F(z) a sa partie réelle < o. Bien 
entendu, on a choisi pour F(z) une détermination du logarithme, ce qui 
est possible puisque D est simplement connexe. Considérons la fonction 

g(z) = F(z) ~F(o), 
F(z) + F(o) 

qui est holomorphe et univalente dans D. On a g( 0) = 0; de plus, Ig(z) 1 < l, 
en vertu du lemme suivant: 

LEMME. Si deux nombres complexes u et v satisfont à Re(u) < 0 et Re(v) < 0, 

alors Iv - ~I < 1. (La démonstration est laissée au lecteur.) 
v+u 

Ainsi la fonction g appartient à l'ensemble A de l'énoncé de la propo­
sition 3. 1. Calculons la dérivée de g à l'origine: 

, _ F'(o) 
(3· 4) g (0) - F(o) + F(o)' avec F'(o) = (a--;-)f'(O). 
On a donc 

Ig'(o)1 _ 1 -aa 
\f'(o)I - 21al 10gl·~ l' 

et pour montrer que \g'(o)\ > 11'(0)1, il suffit de vérifier l'inégalité 

1 - t2 1 
---210g-> 0 

t t 
pour 0< t< 1. 

Cette vérification est élémentaire : le premier membre est une fonction de t 
dont la dérivée est < 0; elle est donc strictement décroissante dans l'inter­
valle 0 < t < l, et comme elle est égale à 0 pour t = l, elle est> 0 pour 
o<t<1. 
Nous avons ainsi achevé de démontrer la proposition 3. 1. 

4. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME FONDAMENTAL 

Compte tenu de la proposition 3. l, il nous suffira de prouver qu'il existe 
une fonction f e A pour laquelle là borne supérieure de 1 f' (0) 1 est atteinte. 

Soit B l'ensemble des feA telles que 11'(0)1;> 1. L'ensemble B n'est 
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pas vide, car la fonction f(z) = z lui appartient. L'ensemble B est un 
ensemble borné de l'espace vectoriel ,'I(;(D) (cf. chapitre v, § 4, nO 1); 
en effet, on a If(z)1 < 1 pour tout zeD et toute fonetionfeB. Montrons 
que B est un sous-ensemble fermé de ,'/(;(D). Soitfune fonction holomorphe 
dans D, limite (uniformément sur tout compact de D) d'une suite de 
fonctions f,. e B. On a 

f(o) = limfn (0) = o. 

De plus la dérivée f' étant limite, uniformément sur tout compact, des 
dérivées f/., on a à la limite If' (0) 1 = lim If~(o) i >- I. Donc la fonction 

Il 

f n'est pas constante dans D. Or f est limite des fonctions univalentes f, •. 
n s'ensuit que f est univalente (Cf. chapitre v, § 1, proposition .2. 2). 
Puisque If,.(z) 1 < 1 pour tout zeD, on a la limite If(z)1 < 1; mais il est 
impossible que If (z)! = 1 en un point Z e D, en vertu du principe du 
maximum, compte tenu du fait que f n'est pas constante. En résumé, 
on vient de prouver que la fonctionfsatisfait à toutes les conditions imposées 
aux fonctions de l'ensemble B. Autrement dit, feB, et ceci montre que 
l'ensemble B est fermé dans J&(D). 
Ainsi l'ensemble B est un sous-ensemble borné et fermé de Je,(D). En vertu 
du théorème fondamental du chapitre v (§ 4, nO 2), l'ensemble B est donc 
compact. Or l'application qui à chaquefeB associe le nombre réellf'(o)1 
est une application continue, en vertu du chapitre v (§ 1, nO 2, théorème 2). 
Cette fonction continue sur un espace compact atteint donc sa borne 
supérieure; ceci achève de prouver le théorème fondamental. 

4. Notion d'espace analytique; intégration des formes différen­
tielles 

1. STRUCTURE D'ESPACE ANALYTIQUE 

Soit X un espace topologique séparé. Nous supposons que l'on s'est donné 
un recouvrement ouvert (VI)leI, et, pour chaque Vi, une fonction ZI à 
valeurs complexes définie dans VI, et qui réalise un homéomorPhisme de VI 
sur un ouvert AI du plan C. On impose à ces fonctions la condition de 
cohérence suivante : 

(I. 1) Quels que soient i e 1 et je 1 tels que Vin V j =1= p, l'application 
flj = ZIO (Zj) -1 de l'image Zj(VI n V j) cAj sur l'image Zi(Vi n V j) cAl est 
une transformation holomorphe dont la dérivée est partoùt =1= o. En d'autres 
.termes, on a Zi = flj(zj) dans Vi n Vj,jij étant holomorphe (à dérivée =1= 0) 
dans l'ouvert Zj(VI n Vi) de C. 
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Par définition, la donnée du recouvrement ouvert et des fonctions Zi satis­
faisant à la condi!ion (1. 1), définit sur X une structure d'espace analYtique. 
La fonction Zi s'appelle la coordonnée locale dans l'ouvert Vi. Si un point de 
X appartient à plusieurs ouverts l..Jh on a plusieurs coordonnées locales 
au voisinage de ce point (une pour chaque ouvert); le passage d'une coor­
donnée locale Zj à une autre Zi s'effectue par une transformation holo­
morphe fi}, à cause de la condition de cohérence (1. 1). 
Par exemple, c'est au moyen d'une telle donnée qu'on a déjà défini la 
sPk're de Riemann (Chapitre III, § 5, nO 1). Dans ce cas, X était la sphère­
unité de l'espace R3, et le recouvrement était formé de deux ouverts, chacun 
d'eux étant le complémentaire de l'un des pôles de la sphère. 

Définition d'une fonction holomorPhe. Soit X un espace muni, comme ci-dessus, 
d'une structure d'espace analytique. Soitfune fonction définie et continue 
sur X, à valeurs complexes; pour chaque i, soitj; la fonction définie dans 
l'ouvert Ai C C par la condition que f = j; 0 Zi dans Vi. On dit que f est 
holomorphe si, pour chaque i, la fonctionj; est holomorphe dans l'ouvert Ai. 
En d'autres termes, f est holomorphe dans X si, dans chaque ouvert Vi, 

f s'exprime comme fonction holomorphe de la coordonnée locale Zi. 

2. ApPLICATIONS HOLOMORPHES; STRUCTURE INDUITE 

Définition. Soient X et Y deux espaces munis chacun d'une structure d'espace 
analytique. On dit qu'une application rp : X _ Y est une application 
holomorphe si elle est continue et satisfait en outre à la condition suivante : 
pour tout point a e X, soit h = rp(a), et soit w une coordonnée locale au 
voisinage de h dans l'espace Y; alors w 0 rp doit être une fonction holomorphe 
au voisinage du point a de X. Cette condition signifie que w 0 cp s'exprime 
comme fonction holomorphe d'une coordonnée locale au voisinage de 
a dans l'espace X. Ainsi l'application continue cp est holomorphe si, au 
voisinage de chaque point a e X, une coordonnée locale au voisinage du 
point transformé h = rp(a) est fonction holomorphe d'une coordonnée 
locale au voisinage de a. En vertu de la condition de cohérence (1. 1), 
la condition précédente est indépendante du choix des coordonnées locales. 

Soient X, Y et Z trois espaces analytiques, et soient cp : X _ Y, <!- : 

y - Z deux applications holomorphes. Alors l'application composée .~ 0 T 
est une application holomorphe de X dans Z. La démonstration est laissée 
au lecteur. 

Soient X et Y deux espaces analytiques; on appelle isomorPhisme de X sur 
y un homéomorphisme rp : X _ Y qui est holomorphe ainsi que l'homéo­
morphisme réciproque rp-I. En fait, on verra plus loin (proposition 6. 1) 
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que si cp est un homéomorphisme holomorphe, son application réciproque est 
automatiquement holomorphe, et par conséquent cp est un isomorphisme. 

Considérons, sur le même espace topologique X, deux structures d'espace 
analytique: la première est définie par un recouvrement ouvert (V,) et 
des coordonnées locales .eh la deuxième 'est définie par un recouvremerit 
ouvert (V,,) et des coordonnées locales W". Demandons-nous si l'appli­
cation identique X _ X est un isomorphisme de la première structure 
d'espace analytique sur la deuxième. En remontant aux définitions, 
on voit aussitôt qu'une condition nécessaire et suffisante est la suivante: 
pour tout point a e X, pour toute coordonnée locale .el de la première 
structure au vQisinage de a, et pour toute coordonnée locale w" de la 
deuxième sQ:ucture au voisinage du même point a, w" s'exprime comme 
fonction holomorphe de .eh et réciproquement .e, s'exprime comme fonc­
tion holomorphe de W". Cette condition peut encore s'exprimer de la 
manière suivante: 
Considérons le recouvrement ouvert de X formé de tous les VI et de tous 
les V"' avec les coordonp.ées locales .el et w,,; alors la condition cherchée 
est que ces données satisfassent à la condition de cohérence (1. 1); autrement 
dit, ces données doivent définir sur X une structure d'espace analytique 
(structure qui sera isomorphe à la fois à la structure définie par les V, 
et les .eh et à celle définie par les V" et w,,). Lorsque deux structures d'espace 
analytique sur X satisfont à la condition précédente, nous dirons qu'elles 
sont équivalentes. On appelle espace analytique la donnée d'ul1" espace topo­
logique séparé X, et d'une classe de structures analytiques sur X, deux à 
deux équivalentes. 

Définition. Soit X un espace muni d'une structure d'espace analytique 
définie par des V, et des .e,. Soit V un ouvert de X; on appelle stTUliture 
analytique induite sur V par celle de X, la structure définie par les ouverts 
V n V" et pour chacun d'eux, par la restriction de la fonction .e, à V n VI. 
En d'autres termes, si aeV, une coordonnée locale au voisinage de a pour 
la structure induite ne sera pas autre chose qu'une coordonnée locale au 
voisinage de a pour la structure donnée sur X. Ainsi tout ouvert V d'un 
espace analytique X est automatiquement muni d'une structure d'espace 
analytique. 

3. EXEMPLES D'ESPACES ANALYTIQ.UES 

Considérons le plan C de la variable complexe.e. Prenons le recouvrement 
formé de l'unique ouvert C, .e étant une coordonnée locale dans C. On 
définit ainsi sur C une structure d'espace analytique, puisque la condition 
de cohérence (1. 1) est triviale~ent vérifiée. Conformément à la fin du 
nO 2, tout ouvert DcC est muni d'une structure d'espace analytique; 
avec cette définition, les fonctions holomorphes de l'espace analytique 
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D ne sont pas autre chose que ce que nous avons toujours appelé fonctions 
holomorphes dans D. 
Comme second exemple d'espace analytique, nous avons la sphère de 
Riemann déjà mentionnée (chapitre III, § 5, nO 1). 

Considérons maintenant l'espace-quotient C/Z du plan C par le sous­
groupe additif Z des points réels à coordonnées entières. Un point de C/Z 
est donc une classe d'équivalence formée de points dont les différences 
mutuelles sont des nombres entiers. Conformément aux définitions générales 
de la topologie, on munie C/Z de la topologie-quotient de la topologie de C : 
un ensemble de C/Z est ouvert si son image réciproque dans C (pour l'appli­
cation canonique C --+ C/Z) est un ouvert de C. n revient au même de dire 
que les ouverts de C/Z sont les images des ouverts de C par l'application 
canonique C _ C/Z. 
n est bien facile de montrer que la topologie de C/Z est séparée. Pour 
définir une structure d'espace analytique sur X = C/Z, considérons 
les ouverts V de C assez petits pour que la restriction à V de l'application 
canonique p : C _ X soit injective (par exemple, les ouverts V de diamètre 
< 1). En désignant par ~ la coordonnée dans le plan C, considérons le 
couple formé de l'ouvert U = p(V) de X et de la fonction ~ 0 p-I définie 
dans cet ouvert; on va montrer que ces couples définissent sur X une 
structure d'espace analytique. 
n suffit de vérifier la condition de cohérence. Soient donc V 1 et V 2 deux 
ouverts assez petits de C, tels que leurs images U 1 = p(V 1) et U 2 = p(V 2) 
se rencontrent; nommons Pi la restriction de p à VI (pour i = l, 2), et posons 

(i=I,2). 

La condition de cohérence exprime que l'application lu = PI- I 0 P2 de 
V~ sur V; est holomorphe et que sa dérivée est =1= o. Or il en est ,bien 
ainsi, car si ~ e V~,I\2(~) et ~ ont même image dans C/Z, donc, au voisinage 
de chaque point de V~, II2(~) - Z est une constante entière. 

Nous aurons un nouvel exemple d'espace analytique en considérant comme 
au chapitre v, § 2, nO 5, un sous-groupe discret a de C ayant pour base 
un système de deux vecteurs ei et es dont le rapport n'est pas réel. Soit X 
le quotient CIO muni de la topologie-quotient de la topologie de C; 
les ouverts de X sont les images des ouverts de C par l'application cano­
nique p : C - CIO. La topologie de X est séparée, et sa structure d'espace 
analytique est définie exactement comme dans l'exemple précédent. Mais 
ici,J'espace X = CIO est compact: en effet, considérons un parallélogramme 
fermé de périodes, soit P; P est un sous-ensemble compact de C, donc son 
image par p est un sous-ensemble compact de X; or cette image est X 
tout entier, et par suite X est compact. Nous avons ainsi un exemple 
d'espace analytique compact, autre que l'exemple déjà connu de la sphère 
de Riemann. 
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4. PRINCIPE DU PROLONGEMENT ANALYTIQ.UE; PRINCIPE DU MAXIMUM 

Le principe du prolongement analytique (Chapitre l, § 4, nO 3, corollaire 2) 
s'étend aux fonctions holomorphes sur un espace analytique, et même, 
plus généralement, aux applications holomorphes d'un espace analytique 
X dans un espace analytique XI. D'une façon précise : soit D un ouvert 
non vide d'un espace analytique X supposé connexe; si deux applications 
holomorphes J et g de X dans XI coïncident dans D, elles coïncident partout 
dans X. Pour le prouver, il suffit évidemment de montrer ceci : 

PROPOSITION 4. 1. Soient Jet g deux applications holomorphes d'un espace ana­
lytique X dans un espace analytique XI; l'ensemble U des points de X au voisinage 
desquels J et g coïncident est ouvert et Jermé. 

Démonstration. D'après sa définition, U est ouvert, et il suffit donc de 
montrer que U est fermé. Soit a un point de X adhérent à U; puisque 
Jet g sont continues et coïncident dans U, on aJ(a) = g(a). Prenons dans 
X, au voisinage de a, une coordonnée locale z qui s'annule au point a; 
prenons aussi dans XI, au voisinage de J(a), une coordonnée locale w. 
Au voisinage de a, les fonctions w 0 J et w 0 g s'expriment comme fonctions 
holomorphes cp(z) et 'Hz) dans un voisinage V de z = o. D'après le principe 
classique du prolongement analytique, l'ensemble E des z e V au voisinage 
desquels cp et 'f coïncident est fermé; comme le point z = 0 est adhérent à 
E, on a 0 e E; ainsi cp et 'f coïncident au voisinage de 0, et par suite J et g 
coïncident au voisinage du point a e X. 

C.Q.F.D. 

PROPOSITION 4. 2. Soit J une Jonction holomorphe sur un espace analytique X, 
supposé connexe. Si i J 1 possède un maximum relatif en un point a e X, alors la 
Jonction J est constante (principe du maximum). 

Démonstration. Considérons une coordonnée locale z au vOlsmage de a; 
la fonctionJs'exprime, au voisinage de a,comme fonction holomorphe de 
z. Puisque IJI possède un maximum relatif au point a, la fonctionfest 
constante au voisinage de a, en vertu du principe classique du maximum 
(Cf. Chapitre III, § 2, nO 2, théorème 1). On voit alors par le raisonnement 
habituel que l'ensemble des points de X oùJ prend la valeur f(a) est à la 
fois ouvert et fermé; puisque X est connexe, cet ensemble est X tout entier. 

C.Q.F.D. 

COROLLAIRE. Si X est un espace analytique connexe et compact, toute fonction 
holomorPhe sur X est constante. 

En effet, IJI est une fonction continue sur un espace compact, donc atteint 
sa borne supérieure; d'après la proposition 4. 2, la fonction f est donc 
constante sur X. 
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Exemples. La sphère de Riemann, 82, l'espace CIO. (cf. nO 3) sont des 
espaces analytiques connexes et compacts. Donc toute fonction holo­
morphe sur l'un de ces espaces est constante. Si on observe que l'appli­
cation f -+ f 0 p établit une correspondance bijective entre les fonctions 
holomorphes sur CIO. et les fonctions holomorphes sur C qui admettent 
pour périodes les points de o., on retrouve un résultat déjà ét3:bli par une 
autre méthode : toute fonction holomorphe sur C et doublement périodique est 
constante (cf. Chapitre III, § 5, nO 5, corollaire à la proposition 5.1). 

5. FONCTIONS MÉROMORPHES SUR UN ESPACE ANALYTIQ.UE 

Définition. Soit X un espace analytique; on appelle fonction méromorphe 
sur X une application holomorphe de X dans la sphère de Riemann S2; 
une fonction méromorphe n'est donc pas autre chose qu'une fonction 
continue pouvant prendre la valeu~ 00 et qui, au voisinage de chaque 
point a e X, s'exprime comme fonction méromorphe d'une coordonnée 
locale au voisinage de a. 

Soit à nouveau 0. un sous-groupe discret de C engendré par deux éléments 
el et es dont le rapport n'est pas réel. L'application canonique C ~ CIO. 
établit évidemment une correspondance bijective entre les fonctions méro­
morphes sur l'espace analytique CIO, et les fonctions méromorphes sur C 
admettant 0 comme système de périodes. 

6. INDICE DE RAMIFICATION D'UNE A~PLICATION HOLOMORPHE 

Soit cp: X -+ Y une application holomorphe d'un espace analytique X 
dans un espace analytique Y, et soit a un point de X. Soit ~ une coor­
donnée locale dans X au voisinage de a, et soit w une coordonnée locale 
dans Y au voisinage de b = cp(a). Puisque cp est holomorphe, u(cp(x), pour x 
voisin de a, s'exprime comme fonction holomorphef(~) de la coordonnée 
locale ~. Supposons, pour fixer les idées, que ~ s'annule au point a, et 
que w s'annule au point b. 

Soit p l'ordre de multiplicité de la racine 0 de l'équationf(~) = o. Il est 
facile de voir que cet entier p ne dépend pas du choix de la coordonnée 
locale ~ au voisinage de a, ni du, choix de la coordonnée locale w au voisi­
nage de b; en effet les changements de coordonnées locales s'effectuent par 
des fonctions holomorphes dont la dérivée est "1= o. 

L'entier p ainsi défini s'appelle l'indice de ramification de l'application l' : 
X -+ Y au point a e X. D'après le § 1 (n°s 1 et 2), si p est l'indice de rami­
fication, il existe une coordonnée locale ~ au voisinage de a et une coor­
donnée locale w au voisinage de b, telles que la transformation cp s'exprime 
à l'aide de ces coordonnées locales par la relation w = ~p. Réciproquement, 
s'il en est ainsi, l'indice de ramification au point a est égal à p. 
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On voit que, au VOiS mage de a, la fonction <:p prend exactement p fois 
chaque valeur suffisamment voisine de b et distincte de b dans Y. En parti­
culier, pour que la restriction de <:p à un voisinage assez petit de a soit un homéomor­
phisme de, ce voisinage sur son image (autrement dit, pour que <:p soit localement 
univalente au voisinage de a), ilfaut et il suffit que l'indice de ramification p soit 
égal à 1; on dit alors que l'application If est non ramifiée au point a. . 

PROPOSITION 6. 1. Toute aPPlication holomorphe et univalente d'un espace analytique 
X sur un espace analytique Y est un isomorphisme. 

En effet, d'après ce qui précède, l'indice de ramification est nécessairement 
égal à 1 en tout point a E X; si b = <:p(a), l'application réciproque 'fi-l, 
au voisinage de b, est obtenue en exprimant la coordonnée locale z au 
voisinage de a comme fonction holomorphe de la coordonnée locale w 
au voisinage b. Ceci prouve la proposition. 

Exemple. Considérons l'application z ~ e2r.;:, qui est une application 
holomorphe du groupe additifC sur le groupe multiplicatif C* des nombres 
complexes =1= o. Par passage au quotient, elle induit une application holo­
morphe If de l'espace analytique C/Z sur C*. Il est immédiat que l'appli­
cation 'fi est holomorphe et univalente. Il s'ensuit que 'fi est un isomorphisme 
de C/Z sur C*. En fait, c'est aussi un isomorphisme des groupes topolo­
giques C/Z et C*, comme on l'a vu au chapitre l, § 3. 

7. THÉORÈME FONDAMENTAL DE LA REPRÉSENTATION CONFORME 

Nous énonçons ici sans démonstration un théorème qui généralise au cas 
des espaces analytiques le théorème fondamental énoncé et démontré 
au § 3 pour les ouverts du plan C. 

THÉORÈME FONDAMENTAL. Tout espace analytique X simplement connexe est 
isomorphe à l'un des trois espaces suivants: 
1 0 la sphère de Riemann 8 2 ; 

2 0 le plan C; 
30 le disque-unité Izl < 1. 

La démonstration de ce théorème est trop difficile pour pouvoir être 
donnée ici. Observons que, des trois espaces analytiques ci-dessus, seul 
le premier 8 2 est compact. On en déduit le corollaire: 

COROLLAIRE. Tout espace analytique compact et simplement connexe est isomorjJhe 
à la sphère de Riemann. Tout espace analytique non compact et simplement connexe 
est isomorPhe au plan C ou au disque-unité (ces deux cas s'excluant mutuelle­
men,t). 
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8. INTÉGRATION DES FORMES DIFFÉRENTIELLES ET THÉORÈME DES RÉSIDUS 

Définition d'une forme différentielle holomorphe sur un espace analytique X : 
une telle forme est définie par la donnée, dans chaque ouvert VI muni 
d'une coordonnée locale ~I, d'une forme différentielle holomorphe 

où Ji est une fonction holomorphe dans l'ouvert AI c: C, image de Vi 
par la coordonnée locale ~I' Ces données Illi sont de plus astreintes à la 
condition de cohérence suivante : si ~I et ~j sont deux coordonnées locales 
au voisinage d'un même point a E X, la forme différentielle Illj se déduit 
de la forme différentielle C!)i par le éhangement de variable 

(8. 1) 

où la transformation (8. 1) est celle qui exprime la coordonnée locale ~I 
en fonction de la coordonnée locale ~j. Autrement dit, on doit avoir la 
relation 

(8.2) 

Nous allons indiquer rapidement, sans démonstration, comment la 
théorie des formes différentielles holomorphes dans un ouvert du plan C se 
généralise au cas envisagé ici des formes différentielles holomorphes sur un 
espace analytique. 
Soit III une forme différentielle holomorphe sur un espace analytique X; 
au voisinage de chaque point de X, il existe une primitive de Ill, c'est-à-dire 
une fonction holomorphe g telle que dg = Ill. Vne telle primitive e!lt déter­
minée à l'addition près d'une constante. L'existence globale d'une primi­
tive de III n'est pas assurée; toutefois, si l'espace X est simplement connexe, 
toute forme différentielle holomorphe sur X possède une primitive. Dans 
le cas général où X n'est pas simplement connexe, l'intégrale de III le long 
d'un chemin fermé de X n'est pas toujours nulle; cette intégrale a la même 
valeur pour deux chemins fermés homotopes (au sens du chapitre II, § 1, 
nO 6). La valeur de l'intégrale le long d'un tel chemin fermé s'appelle 

alors une période de l'intégrale f Ill. 

Soit X un espace analytique; on a, au voisinage de chaque point a de X, 
une notion d'orientation, car chaque coordonnée locale au voisinage de a 
définit un homéomorphisme d'un voisinage de a sur un ouvert du plan C, 
qui est naturellement orienté; et deux coordonnées locales au voisinage 
de a définissent bien la même orientation, puisque le changement de coor­
données locales s'exprime par une transformation holomorphe. De là on 
peut déduire facilement la notion de « bord orienté d'un compact» contenu 
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dans X; si r est le bord orienté d'un compact, alors l'intégrale ll)l est nulle 
pour toute forme différentielle holomorphe 1". l' 

On va maintenant définir la notion de résidu d'une forme différentielle 
holomorphe. Soit E un sous-ensemble fermé discret de l'espace analytique 
X (E est donc formé de points isolés), et soit III une forme différentielle holo­
morphe dans le complémentaire de E. Soit a un point de E, et soit z une 
coordonnée locale au voisinage de a, qu~ .. nous supposerons nulle au point 
a. Au voisinage de a, la forme III s'écrit f(;;) rk, où f est holomorphe au 
voisinage de 0 sauf peut-être pour;; = o. Le développement de Laurent de 
f(;;) montre que la forme Ill, au voisinage de a, s'écrit: 

(8·3) III = 1111 + (~- + C2 + .. ')rk ;;;;2 ' 

où 1111 est une forme différentielle holomorphe au voisinage de a (a inclus). 
Soit y un chemin fermé, situé dans un petit voisinage de a, ne passant pas 
par a, et dont l'indice par rapport à a soit égal à 1 (l'indice d'un chemin 
fermé se définit en considérant l'image d'un voisinage de a par une coor­
donnée locale). Le théorème classique des résidus montre alors que l'on a 

Ainsi le coefficient Cl qui figure au second membre de (8. 3) ne dépend pas 
du choix de la coordonnée locale ;;, nulle au point a. On l'appelle le résidu 
de la forme différentielle III au point Q. 

A partir de cette définition, et eil raisonnant exactement comme au chapitre 
III (§ 5, nO 2), on établit le 

THÉORÈME DES RÉSI~US. Si le bord orienté r d'un compact K ne contient aucun des 
points de l'ensemble fermé discret E dans le complémentaire duquel la forme différentielle 

III est Iwlomorphe, l'intégrale r III est égale au produit par 2'1ti de la somme des résidus .Ir 
de III aux points de E situés dans K. 

5. Surfaces de Riemann 

1. DÉFINITIONS 

Définition. Soit Y un espace analytique; on appelle surface de Riemann 
étalée au-dessus de Y (ou, plus simplement, surface de Riemann au-dessus de Y) 
la donnée d'un espace analytique connexe X et d'une application holomorphe 
non constante Cf' : X_Y. 
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Le plus souvent, on considère le cas où y est le plan C de la variable com­
plexe, ou la sphère de Riemann f 2' Autrement dit, il s'agit de surfaces de 
Riemann étalées au-dessus du plan ou étalées au-dessus de la sphère. 
On à vu au § 't, nO 6 quelle est l'allure de l'application Cf au voisinage d'un 
point quelconque a EX: si l'indice de ramification de 9 est égal à 1 au. 
point a, 9 définit un homéomorphisl1\le d'un voisinage de a sur un voisinage 
de 1'(a); si l'indice de ramification de 9 au point Il est égal à un entier p > l, 

l'image par 9 d'un petit voisinage de a recouvrep fois un voisinage de 9(a). 
Les points de ramification de 9 (points où l'indice de ramification est> 1) 
sont des points isolés de X. Dans tous les cas, l'application (Il est une appli­
cation ouverte, et l'image réciproque d'un point' de Y est ~n sous-ensemble 
discret de X. 
Bien entendu, même lorsqu'il n'y a pas de points de ramification, l'appli­
cation 9 n'est pas nécessairement injective; de plus, lorsqu'il y a des points 
de ramification, l'image par 9 de l'ensemble (discret) des points de rami­
fication n'est pas nécessairement un sous-ensemble discret de Y; il se pour­
rait même qu'une infinité de points de ramification distincts de X aient la 
même image dans Y. 

Définition. On appelle surface de Riemann non ramifiée au-dessus de Y, la donnée 
d'une surface de Riemann (X, 9) où l'application Cf' est non ramifiée, 
c'est-à-dire possède en chaque point de X un indice de ramification égal à 1. 

Pour définir une surface de Riemann non ramifiée au-dessus de Y, il suffit 
de se donner un espace tolopogique séparé et connexe X et une application 
continue? de X dans Y, qui soit localement un homéomorphisme (ceci signifie que 
tout point de X possède un voisinage ouvert V tel que la restriction de 9 à 
V soit un homéomorphisme de V sur son image ?(V)). En effet, l'application 
? définit alors, au voisinage de chaque point de X, une coordonnée locale; 
X se trouve ainsi muni d'une structure d'espace analytique, et il est clair 
que l'application 9 est alors une application holomorphe de X dans Y. 
Un cas particulier des surfaces de Riemann non ramifiées au-dessus de Y 
est celui des revitements de Y: 

Définition. On appelle revttement de Y une surface de Riemann non ramifiée 
(X, 9) qui satisfait à la condition suivante: 
Pour tout point bEY, il existe un voisillage ouvert V de b dans Y, tel que l'image 
réciproque 'f'-~{V) se compose d'ouverts deux à deux disjoints U j de X, dont chacun 
est appliqué homéomorphiquement sur V par l'application q:>. 

Exemple. Prenons Y = C*, complémentaire de 0 dans le plan C. Prenons 
X = C, et soit Z = et l'application Cf' de X dans Y. Cette application 
définit X comme revêtement de Y. En effet, soit b un n'Ombre complexe 
=1= 0; prenons pour V un disque ouvert de centre b et de i:é!-yon < Ibl. 
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Chaque détermination de log z dans V est une fonction qui définit un 
homéomorphisme de V sur un ouvert du plan C. Ces ouverts Vi sont deux 
à deux disjoints; leur réunion est cp-l(V), et la restriction de cp à chaque V, 
est un homéomorphisme de U 1 sur V. 
Dans l'exemple précédent, l'espace Y = C* n'est pas simplement connexe, 
mais son revêtement C est simplement connexe. Nous avons ainsi un 
exemple d'un espace connexe mais non simplement connexe, et d'un 
revêtement simplement connexe de cet espace. Signalons sans démons­
tration le théorème suivant : 

THÉORÈME. TOllt ouvert connexe du plan C (011, Plus généralement, tout espace 
analytique connexe Y) possède un revêtement simplement connexe. 

2. FONCTIONS HOLOMORPHES ET FORMES DIFFÉRENTIELLES HOLOMORPHES 

SUR UNE SURFACE DE RIEMANN 

Définition. Étant donnée une surface de Riemann (X, cp) au-dessus de Y, 
une fonction holomorPhe (resp. méromorphe) sur cette surface de Riemann est 
simplement, par définition, une fonction holomorphe (resp. méromorphe) 
sur l'espace analytique X. On définit de même une forme différentielle 
holomorphe sur une surface de Riemann. 

Par exemple, considérons la surface de Riemann envisagée à la fin du nO 1 : 

X = C (la variable complexe s'appelant t), Y = C* (la variable complexe 
=;k o s'appelant z), et l'application cp est définie par z=e'. Puisque l'application 
cp est non ramifiée, on peut prendre, au voisinage de chaque point de X, 
la fonction e' = Z comme coordonnée locale; alors toute fonction holo­
morphe f sur la surface de Riemann s'exprime localement comme fonction 
holomorphe de z. Mais, puisque des points distincts de X peuvent être 
appliqués par cp en un même point de Y, f n'est pas, en général, globale­
ment une fonction holomorphe (uniforme) de la variable z =1= o. En parti­
culier, t est une fonction holomorphe sur X; au voisinage de chaque 
point de X, t est l'une des déterminations de log z; mais, considérée comme 
fonction de z sur C*, log z n'est pas une fonction uniforme. On peut dire 
que la considération du revêtement cp : X ~ Y a servi, dans ce cas, à 
rendre uniforme la fonction log z : au lieu de la considérer comme une fonction 
sur C*, on la considère comme une fonction sur le revêtement simplement 
connexe (X, cp) de C * . 
Nous allons maintenant étudier un autre exemple, qui met en évidence 
comment on est conduit à introduire une surface de Riemann convenable 
pour « rendre uniforme» une fonction multiforme (nous ne traiterons pas 
le cas général). Considérons, dans le plan C, la fonction multiforme 

y = (1 - Xa)I/\ 
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En chaque point x distinct de I,j etp (racines cubiques de I),y possède 
trois valeurs distinctes; si x prend l'une des valeurs l ,j oup, les trois valeurs 
de y se confondent en une seule, qui est nulle. 
On se propose de définir un espace analytique X, et une application 
holomorphe !fl : X - C. Considérons, dans le produit C X C des couples. 
(x, y) de nombres complexes, le sous-ensemble X formé des couples tels 
que 

Munissons X de la topologie induite par celle du produit C X C; alors 
X est un espace topologique séparé. Sur X, on considère les deux fonctions, 
notées x et y : première et deuxième coordonnée du point (x, y). Pour 
définir sur X une structure d'espace analytique, on va choisir, au voisinage 
de chaque point de X, une « coordonnée locale ». Soit d'abord .un point 
(xo, Yo) E X tel que Yo =1= 0 (donc Xo distinct de l, j, P); alors on prend x 
comme coordonnée locale. Ce choix est licite, car la fonction x définit un 
homéomorphisme d'un voisinage du point (xo,Yo) (dans X) sur un voisinage 
de Xo (dans C) : l'homéomorphisme réciproque associe à x (voisin de xo) 
le couple (x, y), où y = (1 - X 3)!13, la détermination étant celle qui est 
égale à Yo pour x = xo' Soit maintenant (xo, Yo) un point de X tel que 

Yo = 0; alors Xo =1= 0 (en fait, Xo est l'un des nombres l, j, P), et on prend 
y comme coordonnée locale; ce choix est licite pour une raison analogue 
à celle donnée ci-dessus (il suffit d'échanger les rôles de x et de y). 
On doit encore vérifier que les coordonnées locales ainsi définies satisfont 
bien à la condition de cohérence voulue [condition (1. 1) du § 4]. Autrement dit, 
on doit vérifier qu'au voisinage d'un point (xo, Yo) E X tel que Xo =1= 0 et 
Yo =1= 0, la relation (2.1) définit la coordonnée locale y comme fonction 
holomorphe de la coordonnée locale x, et vice-versa. Or il en est bien ainsi 
car (1 - x 3 ) 11 3 possède une détermination holomorphe qui est égale à Yo 
pour x = Xo; de même (1 _y3)1/3 possède une détermination holomorphe 
qui est égale à Xo pour y = Yo' 
Ainsi nous avons muni l'espace topologique X d'une structure d'espace 
analytique. Pour cette structure, chacune des fonctions x et y est une fonc­
tion holomorphe sur X; vérifions-le pour x : c'est évident en un point 
(xo,Yo) tel que Yo =1= 0, puisque x est une coordonnée locale; et en un point 
(xo, Yo) tel que Yo = 0, y est une coordonnée locale, et x = (1 - y3) 11 3 est 
une fonction holomorphe de y. 
Prenons pour application !fl: X _ C la fonction x. Alors (X, '~) est une 
surface de Riemann au-dessus de C. C'est la surface de Riemann que l'on 
voulait définir. Sur cette surface de Riemann, y = (1 - x3) 113 est bien une 
fonction holomorphe (uniforme). On observera que, au-dessus de chaque 
point XE C, la surface de Riemann X possède 3 points: les 3 points (x, y) 
tels que y = (1 - x3) 113• On dit que la surface de Riemann a 3 « feuillets» 
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Mais ces 3 points se confondent en un seul si x est l'un des points 'l, j, JI 
de C. 
On va définir, sur l'espace analytique précédent X, une forme différentielle 
holomorphe 00, comme suit: au voisinage d'un point (xo,Yo) tel que Yo -:/: 0, 

on prend 
dx 

00=-' 
y 

Au voisinage d'un point (xo,.Yo) tel queyo = 0 (donc Xii -:/: 0), on prend 

- ydy 
00 ---.;ï' 

(Si Xo -:/: 0 et Yo -:/: 0, la relation 

x 2 dx + y 2dy = 0, 

conséquence de (2.1), entraîne bien l'égalité des formes différentielles 

dx = _~). On peut dire que 00 n'est pas autre chose que la forme diffé-
y X 

rentielle sur C : 

rendue holomorphe par l'introduction de la surface de Riemann (X, cp) 
au-dessus de C. 

Exercice. Montrer que le chemin fermé y du plan C, représenté sur la 
figure 12, est en réalité l'image, par cp, d'un chemin fermé sur la surface 

o 

Figure 12 

de Riemann X; plus précisément, il y a sur X, trois chemins fermés ayant y 
pour image. En intégrant sur l'un d'eux la forme différentielle 00 ci-dessus, 

on démontrera que l'intégrale réelle 11 (1 _dxx3)1/8 est égale à 3f3' 
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Revenons à la relation (2. 1). Elle va nous conduire à définir une surface 
de Riemann au-dessus non plus de C, mais de la sphère de Riemann S2. 
Considérons pour cela le plan projectif complexe P2(C), quotient de 

C X C X C - jo, 0, ol 

par la relation d'équivalence suivante: 
(x, y, z)""'" (x', yi, Z') si X, y, Z sont proportionnels à x', yi, Z' 

(on dit que (x, y, z) est un système de coordonnées homogènes du point 
de P 2(C) qu'il définit, c'est-à-dire de sa classe d'équivalence). Les points 
de P2(C) dont les coordonnées homogènes x, y, Z satisfont à la relation 

forment un espace topologique séparé X'. L'espace X de tout à l'heure 
s'identifie à un sous-espace de X' : à chaque point (x, y) e X on associe 
le point de coordonnées homogènes (x, y, 1). L'espace X' se compose de 
l'espace X et de 3 points « à l'infini » : ceux ayant pour coordonnées 
homogènes (l, - l, 0), (j, - l, 0) et (j2, - l, 0). On laisse au lecteur le soin 
de définir sur X' une structure d'espace analytique qui prolonge celle de X 
(il suffira de définir une coordonnée locale au voisinage de chacun des 
3 points à l'infini de X'), et de définir une application holomorphe 
cp' : X' -+82 qui prolonge cp. On montrera que X' est un espace analytique 
compact, et quey/z est une fonction méromorphe sur X', ayant pour pôles 
les 3 points à l'infini. 

3. SURFACE DE RIEMANN ATTACHÉE A UNE «COURBE ELLIPTIQ.UE» 

Considérons une relation algébrique entre deux variables complexes x et y, de la 
forme 

(3. 1) 

(on utilise à dessein les mêmes notations qu'au chapitre v, § 2, nO 5). On suppose 
a2 et a4 choisis de façon que le polynôme du second membre de (3. 1) ait trois racines 
distinctes. Désignons ce polynôme par P(x); alors PI(X) =1= 0 pour toute valeur 
de x telle que P(x) = 0, en notant P' le polynôme dérivé de P. 
On va associer à la « courbe elliptique » (3. 1) une surface de Riemann (X, cp) 
au-dessus de C. Comme espace topologique, X est le sous-espace de C x C formé 
des couples (x,y) satisfaisant à (3. 1). Sur cet espace X, on définit une structure 
d'espace analytique, comme suit: en un point (xo' Yo) e X tel que Yo =1= 0, on prend 
x comme « coordonnée locale »; en un point (xo,Yu) tels queyo = 0, on a P'(xo) =1= 0, 

donc, d'après le théorème des fonctions implicites, la relation (3. 1) équivaut, au 
voisinage de (xo, 0) à une relation de la forme x = f(y), où f est holomorphe au 
voisinage de 0, avecf(o) = Xo. On prendra y comme coordonnée locale au voisi­
nage d'un tel point (xo' 0). 
L'application f: X -+ C qui, au couple (x, y), associe xeC, est évidemment holo­
morphe. Donc (X, f) est une surface de Ri!!mann au-dessus de C; elle a deux 
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« feuillets », puisqu'à une valeur de x correspondent deux valeurs de y en général 
distinctes (elles sont distinctes si P(x) =f. 0). D'autre part, la fonction X ~ C qui, 
au couple (x, y), associe y, est aussi holomorphe sur X; nous la noterons simple­
menty. 
La forme différentielle "l définie par "l = dxfy au voisinage des points (xo, Yo) eX 

1 -t.. dy.. d . ( ) X te s queyo r 0, et par "l = 6 2 au vOlsmage es pomts xo,o e ,est une x - Ioa2 
forme différentielle holomorphe sur X. Puisque c'est une forme fermée, elle admet 
une primitive au voisinage de chaque point de X; globalement, cette primitive 
est une fonction multiforme z, holomorphe au voisinage de chaque point de X. La 
relation dz = 'u montre que l'on a 

dx =ydz. 

Au voisinage de chaque point (xo, Yo) e X, chaque détermination de la fonction z 
est une coordonnée locale : en effet, si Yo =f. 0, x est une coordonnée locale, et 

dz = ~ dx; si Yo = 0, y est une coordonnée locale, et dz =t t{y ,le déno-
y 6x2 - roa2 

minateur n'étant pas nul. 
On va maintenant compléter la surface de Riemann (X, f) en une surface de Rie­
mann (X', f') au-dessus de la sphère de Riemann S2' Pour cela, notons (x, y, t) 
les coordonnées homogènes d'un point du pla.n projectif complexe P2 (C) (cf. nO 2), 
et considérons l'ensemble X' des points de P2 (C) dont les coordonnées homogènes 
satisfont à 

(3· 3) 

X' est un espace topologique séparé; si à chaque point (x, y) e X on associe le point 
de X' de coordonnées homogènes (x,y, 1), on identifie X à un sous-espace de X'; 
le complémentaire X' - X se compose d'un seul point « à l'infini », le point de 
coordonnées homogènes (0, l ,0). Au voisinage de ce point, noté 00, on peut prendre 
xfy = x' comme coordonnée locale, car x' définit un homéomorphisme d'un voisi­
nage du point 00 sur un voisinage de 0 dans C (en effet, posons tfy = t' ; la relation 
(3. 3) équivaut à 

t' = 4X/3 - 20 a2xlt'2 - 28 ai'S; 

au voisinage de x' = 0, t' = 0, le théorème des fonctions implicites donne t' comme 
fonction holomorphe de x' : 

t' = 4X/3 - 320 a2x'7 + ... ). 
Le choix de la coordonnée locale x' au voisinage de 00 achève de définir sur X' 
une structure d'espace analytique (le lecteur vérifiera les conditions de cohérence). 
Enfin, l'application f' est définie comme étant égale à f sur X, et envoyant le 
point 00 de X' au point à l'infini de S2' 
La forme différentielle holomorphe "', définie plus haut sur X, se prolonge en une 
forme différentielle holomorphe sur X' : on pose, au voisinage du point 00, et 
en utilisant la coordonnée locale x' et la fonction holomorphe t' de x' définie par 
(3· 4), 

I" = t'd(x'jt' ) = dx'-X' d~' = dx' _ 12 x: 2 + ... dx' = - 2 dx' (1 + g(x'»), 
t 4 X 2 + .. . 

où g est une fonction holomorphe au voisinage de x' = '0, nulle pour x' = o. La 
forme rJJ ainsi définie sur l'espace (compact) X' possède localement une primitive z; 
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c'est une fonction multiforme sur X', et qui sert de coordonnée locale au voisinage 
de chaque point X'. 
Supposons maintenant que les constantes al et a, soient déduites d'un groupe dis­
cret a par les relations (5. 5) du chapitre V, § 2. Alors la proposition 5. 2 du même 
paragraphe montre que la transformation méromorphe 

y = ~\'(Z) 

définit un isomorphisme de l'espace analytique CIO. sur l'espace analytique X'. Par 
l'isomorphisme réciproque, z est une fonction holomorphe multiforme sur X', 
dont les déterminations (locales) se déduisent les unes des autres par l'addition 
d'une constante appartenant à o.. On a dx = Y dz à cause de (3. S), et par consé­
quent dz (qui est une forme différentielle bien définie sur X') n'est autre que la 
forme ,., définie ci-dessus (ce qui justifie la notation z). 
Abandonnons maintenant l'hypothèse suivant laquelle a. et a, proviennent d'un 
groupe discret a par les formules (S. S) du chapitre v, § 2. La fonction multi­
forme z définie sur X' par la condition que dz = west encore définie; une analyse 
plus poussée de la topologie de l'espace X' permettrait de montrer que les diverses 
déterminations de z se déduisent les unes des autres par l'addition de constantes 
qui forment un sous-groupe discret a du groupe additif C, a étant engendré par 
deux éléments el et e. linéairement indépendants sur le corps réel R. On Deut 
achever de fixer la fonction multiforme z en lui imposant d'être nulle (mod. a) 
au point 00 de X'. Introduisons alors la courbe algébrique 

yi = ~ _ 20byc - 28b" 

où les constantes bl et b, sont données par 

Soit (X", :pli) la surface de Riemann correspondante, au-dessus de S •. La fonction 
multiforme Z définit une application holomorphe de X' dans CIO., lequel, on vient 
de le voir, est isomorphe à X"; on a donc une application holomorphe f: X' _ X". 
On peut montrer (ce que nous ne ferons pas ici) quef est un isomorphisme; donc 
fprend, sur X', une fois et une seule toute classe de valeurs modo U. Donc les coor­
données (non homogènes) x et y d'un point de X' sont des fonctions méromorphes de 
z, admettant a pour groupe de périodes; et comme on voit facilement que x est une 
fonction de z ayant un pôle double pour z = 0, avec I/Z2 pour partie principale 
(et n'ayant pas d'autre pôle que ceux de a), il s'ensuit que x = ,,(z), " désignant 
la fonction de Weierstrass attachée au groupe 11, et.v = p'(z). Ainsi, l'isomor­
phismef; X' ~ X" n'est autre que l'application identique, et on a bl = a., b, = a,. 
Finalement, on voit que tout couPle de constantes al et a, telles que le polyn6me P(x), 
second membre de (3.1), ait trois racines distinctes, définit un groupe discret a tel que 
a. et a, satisfassent aux relations (S.S) du chapitre v, § 2; de plus, la courbe algébrique (3. 1), 

y compris son ~int à l'irifini, adinet une représentation paramétrique à l'aide des formules (3.S). 

4. NOTIONS SUR LE PROLONGEMENT ANALYTIQ.UE 

On va se borner à envisager le prolongement analytique dans le plan 
complexe C. Posons le problème: 

Problème. Supposons donné un ouvert non vide et connexe U du plan C 
(U sera considéré comme une surface de Riemann au-dessus de C, en 
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prenant pour i : U -+- C l'injection naturelle). Soit donnée une fonction f 
holomorphe dans U. On cherche une surface de Riemann (X, cp) non 
ramifiée au-dessus de" C, et un isomorphisme j de U sur un ouvert de X, 
de façon à satisfaire aux conditions suivantes: 

(i) cp 0 j = i (ce qui permet d'identifier U à une « sous-surface de 
Riemann » de X); 

(ii) la fonction f se prolonge en une fonction holomorphe g dans X (<< se 
prolonge » signifie que l'on a g 0 j = f dans U); 

(iii) la surface de Riemann (X, f) est « la plus grande possible» parmi 
celles qui satisfont à (i) et (ii). Cela signifie, d'une façon précise, que 
si une surface de Riemann non ramifiée (X', f') au-dessus de C, et un 
isomorphisme j' de U sur un ouvert de X' satisfont à des conditions 
analogues à (i) et (ii), alors il existe une application holomorphe 

h: X'-+-X 
et une seule, telle que 

(4. 1) h oj' =j, f 0 h = f'. 

Avant d'aller plus loin, faisons une observation: dans la condition (ii), 
la fonction holomorphe g qui « prolonge » f est unique, en vertu du « prin­
cipe du prolongement analytique» (cf. § 4, nO 4). De plus, dans (iii), 
appelons g' l'unique fonction holomorphe dans X' telle, que g' o}' = f; 
alors on a nécessairement 

go h = g'; 

en effet, g 0 h est holomorphe dans X', et, dans U, on a bien (g 0 h) 0 j' = 1. 
puisque h oj' =j d'après (4. 1) et g oj =fpar hypothèse. 
On exprimera bnèvement la propriété (iii) en disant que le triplet (X, f,j) 
possède une propriété universelle (sous-entendu: vis-à-vis des triplets satis­
faisant à (i) et (ii». 

Le théorème fondamental du prolongement analytique consiste en ceci ,: 
étant donné un ouvert connexe U c C et une fonction f holomorphe dans U, 
le problème précédent possède une solution et une seule. L'unicité ai~i affirmée 
doit être entendue « à un isomorphisme près ». Nous allons d'abord 
prouver cette unicité, et préciser en même temps ce que l'on doit entendre 
par : « à un isomorphisme près ». 

Démonstration de l'unicité. Supposons que" l'on ait deux solutions du problème 
(X, f,j) et (Xl' 'h'}l)' Puisqûe par hypothèse (X, f,j) possède la propriété 
universelle, il existe une application holomorphe h : Xl -+- X et une seule, 
telle que 

f 0 h = /fI' 
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Pour la même raison, il existe une application holomorphe hl : X -+ Xl 
et une seule, telle que 

Considérons l'application h 0 hl de X dans lui-même; c'est une application 
k telle que 

k oj =j, 

or, d'après la propriété universelle, il existe une seule application holomorphe 
ayant ces propriétés, et comme l'application identique de X possède ces 
propriétés, il s'ensuit que k = h 0 hl est l'application identique de X. Pour 
la même raison, hl 0 h est l'application identique de Xl. Ceci entraîne que 
h et hl sont des isomorphismes, réciproques l'un de l'autre. 
Ainsi, deux solutions quelconques du problème se déduisent l'une de l'autre 
par un isomorphisme h satisfaisant à (4.3); c'est dans ce sens que l'on peut 
dire que la solution du problème (s'il y en a) est unique à un isomorPhisme 
près. 
Il reste à prouver l'existence d'une solution, ce qui est plus délicat. Le lecteur 
non entraîné est invité à laisser de côté la démonstration que nous allons 
donner maintenant. 

Soit Z l'ensemble des couples (zo, S) formés d'un point Zo e C et d'une série entière 
(à une variable) S dont le rayon de convergence n'est pas nul. On définit sur Z la 
topologie suivante: à chaque couple (V, F) formé d'un ouvert V c: C et d'une fonc­
tion F holomorphe dans V, on associe l'ensemble W(V, F) des couples (zo' S) où 

Zo e V et où S est Ja série entière ~ a.X· telle que ~ a.(z -zo)· soit le développe-
.po n~O 

ment en série entière de F au voismage de ZOo Par définition, les ensembles W(V, F) 
forment une base d'ouverts pour la topologie que l'on veut définir sur Z : tout ouvert 
de Z est une réunion d'ensembles de la forme W(V, F), et réciproquement toute 
réunion d'ensembles de la forme W(V, F) est un ouvert. On démontre facilement 
que l'intersection de deux ouverts est un ouvert; on a donc bien défini une topologie 
sur Z. Cette topologie est séparée; que deux poin~ distincts (zo, S) et (zb, S') aient 
des voisinages ouverts disjoints est évident si Zo =1= zb; et si Zo = zb etS =1= S', 
l'ensemble des points (assez voisins de zo) au voisinage desquels les fonctions holo­
morphes définies par les séries entières distinctes S et S' coïncident est vide, à cause 
du «principe du prolongement analytique ». 
A chaque couple (zo, S) associons le point Zo e C; on définit ainsi une application p : 
Z-+ C, qui est localement un homéomorphisme (i.e: tout point de Z possède un voisinage 
tel que la restriction de p à ce voisinage soit un homéomorphisme sur son image) : 
cela résulte aussitôt de la définition de la topologie de Z. En utilisant p comme 
coordonnée locale au voisinage de chaque point de l'espace Z, on définit sur Z une 
structure d'espace ana~tique. Pour cette structure, l'application p est holomorphe; 
donc (Z, P) serait une surface de Riemann au-dessus de C si Z était connexe (on 
verra que ce n'est pas le cas). 
Définissons une fonction G dans l'espace Z comme suit: la valeur de G en un 

point (zo, S) e Z est, par définition, le terme constant de la série entière S = ~ a.X·; 
n~O 

c'est aussi la valeur, au point zo, de la fonction holomorphe ~ a,,(z - zo)· définie 
n~O 
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au voisinage de zoo La définition de la topologie de Z montre facilement que la 
fonction G ainsi définie sur l'espace Z est holomorphe; en fait, si on l'exprime, au 
voisinage de (zo, S), comme fonction de la coordonnée locale z (voisine de zo), 

on trouve que la fonction G admet le développement en série entière ~ an(z-zo)n, 
~ ~o 

où .c.. a"Xn est précisément la série S. 
n;;:'O 

Jusqu'à présent, on n'a pas encore utilisé la donnée de l'ouvert non vide et connexe 
V, et de la fonctionfholomorphe dans V. On va maintenant s'en servir. Considé­
rons W(V, f) : c'est, par définition, un ouvert (non vide et connexe) de l'espace 
analytique Z; et la restriction de l'application p : Z -- C à cet ouvert W(V, f) 
est un isomorphisme de W (V, f) sur l'ouvert V c: C. Soit j l'isomorphisme réci­
proque. L'application composée G 0 j n'est autre que f. Soit X la composante 
connexe de Z qui contient l'ouvertj(V); et soit f la restriction de p à X; soit enfin 
g la restriction de G à X. 
Puisque p est localement un homéomorphisme, il en est de même de ~; donc (X, f) 
est bien une surface de Riemann non ramifiJe au-dessus de C. Pour montrer que 
(X, f) et l'isomorphismej satisfont aux conditions du problème, il reste à vérifier 
qu'ils satisfont aux conditions (i), (ii) et (iii). La condition (i) résulte trivialement 
de la définition dej. La condition (ii) est vraie, parce que g est la restriction de G 
à X, et que G 0 j = f, comme on l'a vu. Montrons (iii) : soient (X', y') et j' comme 
dans (iii), avec une fonction g' holomorphe dans X' et telle que g' <'j' = f dans V; 
définissons une application k de X' dans Z, en associant à tout point x~eX' le 

couple (f'(x~), S), où S désigne la série entière ~ anXn telle que ~ a,,(z-zo( 
n~O n~O 

soit le développement, au voisinage de Zo = f'(X&), de la fonction holomorphe 
À(z) telle que À( f' (x') = g' (x') au voisinage de x~ (ici intervient l'hypothèse que la 
surface de Riemann (X', f') est non ramifiée, et que par suite f'(X') est une coor­
donnée locale sur X' au voisinage de x~). L'application k qu'on vient de définir 
est holomorphe dans X'. Puisque l'espace X' est connexe (d'après la définition 
d'une surface de Riemann), son image par k est connexe; et comme cette image 
contient évidemment l'ouvertj(V), cette image est contenue dans la composante 
connexe X de Z. Donc k induit une application holomorphe h de X' dans X, et 
on vérifie facilement que h satisfait aux conditions (4. 1). Pour achever la démons­
tration, il reste à prouver que toute application holomorphe h : X' __ X satisfaisant 
à (4. 1) coïndice avec la précédente; or elle doit coïncider avec elle dans l'ouvert 
non videj'(V), et par suite la coïncidence a lieu dans tout l'espace connexe X', 
en vertu du principe du prolongement analytique (§ 4, nO 4). 

Remarques diverses. On a ainsi obtenu une « plus grande » surface de 
Riemann non ramifiée au-dessus de C, contenant l'ouvert donné U, et dans 
laquelle la fonction donnéefse prolonge en une fonction holomorphe. L'idée 
la. plus simple aurait consisté à chercher un « plus grand ouvert» connexe 
V contenant U, et dans lequelfse laisse prolonger en une fonction holo­
morphe. Mais un tel problème n'a pas de solution en général, et c'est ce qui 
rend indispensable la considération des surfaces de Riemann non ramifiées, 
au lieu de considérer simplement des ouverts de C. Voici un exemple qui 
montre qu'il n'existe pas de plus grand ouvert connexe V contenant U, et 
dans lequelfsoit prolongeable: on prend pour U un disque ouvert de Cne 
contenant pas 0, et pour fonctionfune détermination de log z d~ns U; soit 
U'le symétrique de U par rapport à 0; il est facile de construire deux ouverts 
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simplement connexes V 1 et V 2' contenant chacun V et V' (voir figure 13), 
et tels que si on prolonge dans VI (resp. dans V 2) la détermination consi­
dérée de log Z dans V, on obtienne, par restriction à V', des détcrnlinations 

Figure 13 

différentes. Il ne peut donc pas exister d'ouvert V contenant VI et V 2' 

et dans lequel la détermination de log Z dans V puisse se prolonger. Il 
n'y a donc pas de plus grand ouvert contenant V et dans lequel le prolon­
gement est posSible. 

Soit toujours f une fonction holomorphe dans un ouvert U c C, et soit 
-'oeV. Considérons un chemin ~' : 1 -+ C d'origine Zo et d'extrémité Zl; 

on ne suppose pas que l'image de i soit contenue dans V. (1 désigne le 
segment [0, 11). Soit d'autre part un triplet (X, ~,g) satisfaisant aux condi­
tions (i), (ii), (Hi). S'il existe une application continue h : 1 -+ X telle que 
? 0 h = i et h(o) = j(::.o), une telle h est unique (démonstration facile); 
on l'appelle un reltVerl'/f.1lt du chemin y dans la surface de Riemann (X, ~). 
Au voisinage du point h( 1) e X, la fonction g s'exprime comme fonction 
holomorphe de Z = 9(x) au voisinage du point Zl; on dit que cette fonction 
holomorphe de ::. a été obtenue par prolongement anarytique de la fonction 
holomorphe f le IOllg du chemin y (d'origine Zo et d'extrémité Zl)' 

La théorie précédente du prolongement analytique admet diverses géné­
ralisations. Par exemple, au lieu de prolonger sur une surface de Riemann 
non ramifiée au-dessus de C, on peut prolonger sur une surface de Riemann 
non ramifiée au-dessus de la sphère de Riemann ; les raisonnements sont ana­
logues. On pourrait aussi considérer des surfaces de Riemann non astreintes 
à être non ramifiées, en leur imposant des conditions analogues à (i), (ii), 
et (iii); on peut alors montrer que le problème ainsi posé possède encore 
une solution, unique « à un isomorphisme près ». 

Exercices 

1. Soit D un ouvert simplement connexe du plan C, distinct de C, et soit 
a e D. Ét&flt donnés un nombre complexe b tel que 1 b 1 < l, et un nombre 
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réel Œ, montrer qu'il existe une seule fonction holomorphe f(z) qui défi­
nisse un isomorphisme de D sur le disque unité et satisfasse à 

(i) f(a) = h, (ii) arg f'(a) = Œ. 

2. Soit D l'ouvert connexe ayant pour frontière la réunion de deux cercles 
Cl> C 2 sans point commun, tels que Cl soit contenu dans l'intérieur de C 2• 

Montrer qu'il existe une transformation homographique qui applique D 
sur une couronne: r < Izl < [ (où r est un nombre convenable> 0 et 
< [). 

3. Soitf(z) une fonction holomorphe et univalente dans le disque unité B : 
Izi < [, et soit D = f (B) l'image de B par j. De même, soit Dr l'image par 
fdu disque ouvert Br: Izi < r, 0 < r < [. 
(i) Montrer que, si h est un automorphisme de D laissant fixe le point 
f(o), on a 

MDr) cD, pour 0 < r < [. 

(Appliquer le lemme de Schwarz à la fonction f-l(h(j(z))).) 

(ii) Montrer que, si D est étoilé par rapport au pointf(o) (voir chapitre II, 
§ 1, nO 7 pour la définition), alors Dr est aussi étoilé par rapport au point 
f (0), pour 0 < r < I. (Se ramener au cas où f (0) = 0 et considérer la 
fonction j-1(),f(z) pour 0 < J. < I.) 

(iii) Supposons maintenant que D soit convexe. Montrer que Dr est aussi 
convexe pour 0 < r < [. Si E est un disque ouvert tel que E c B, son 
image f (E) est-elle convexe? 
(Étant donnés 0 < /. < [, et Zl> Z2 e B, considérer la fonction 

si Izii ~ IZ21 -# o. Pour la seconde question, montrer qu'il existe un auto­
morphisme:;. de B tel que 9(E) = Br> avec 0 < r < l, et considérer la fonc­
tionfo cp-1). 

4. Soit w = f (z) une fonction holomorphe et univalente dans le disque 
unité Izi < l, et soit r l'image parfdu cercle Iz! = r,o < r < [. Montrer 
que le rayon de courbure? de r en un point f(a), !al = r, est donné par 
la formule suivante: 

2.. = Re(af"(a)/f'(a) + [ 
p jaf'(a)1 
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(Remarquer que, si f(re iO ) = u(6) + iV(6), on a 

-~-...,.,-~Im , u'v" - u"v' (u" + iv") 
U'2 + V'2 U' + iv'. 

où u', u", etc., désignent les dérivées par rapport à O.) 

5. Soient a un nombre complexe, r un nombre> 0, et soient ZI' Z2 deux 
points se correspondant dans l'inversion de pôle a et de puissance r. Soit S 
une transformation homographique n'ayant pas de pôle sur le cercle C 
d'équation Iz - al = r. Montrer que S(ZI) et S(Z2) se correspondent dans 
une inversion, dont on déterminera le pôle et la puissance. Si S possède un 
pôle sur C, montrer que S(ZI) et S(Z2) se correspondent dans la symétrie 
par rapport à la droite S(C). 

6. Soit C (resp. l') un cercle dans le plan de la variable complexe Z (resp. w) 
défini par Iz - al = r (resp. Iw - :xl = 2)' Soit D (resp. ~) un ouvert 
connexe du plan de Z (resp. w) satisfaisant aux conditions suivantes: 

(i) Co = D n C (resp. 1'0 = ~ n r) est un arc (ouvert) non vide de C (resp. 
de l'); 

(ii) D+ = J.,(n.) (resp. ~ ... = JI'(~-))' 

où Je (resp. JI') désigne l'inversion par rapport au cercle C (resp. l'), et 

D, (resp. L) l'ensemble des Z e D (resp. des w e~) tels que Iz - al ~ r 

(resp. IW - :xl ~ pl. Soit de plus f une fonction définie et continue dans 

'0+ u Co, à valeurs dans ~ ~ u 1'0' telle que: 

(iii) f soit holomorphe dans D~ et applique D ... dans ~+; 

(iv) f applique Co dans r o' 

Montrer que, sous ces hypothèses,fpeut être prolongée, d'une seule façon, 
en une fonction l? holomorphe dans D, qui applique D_ dans ~_ .. (Se 
ramener, en utilisant l'exercide 5, au cas où Co (resp. 1'0) est contenu dans 
l'axe réel, et utiliser le principe de symétrie de Schwarz, Chapitre II, 
§ 2, nO 9)). 

On remplace maintenant les hypothèses (iii) et (iv) par les hypothèses 
plus restrictives: 

(iii') f définit un isomorphisme de D ..... sur ~+; 

(iv') f applique Co sur r. 
Montrer alors que le prolongement li est un isomorphisme de D sur l'. 
(On devra notamment montrer que f est univalente, et pour cela que f 
prend des valeurs distinctes en des points distincts de Co; ceci se prouvera 
par l'absurde, en utilisant la proposition 4.2 du Chap. III, * 5\ 
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7. Soient a, r deux nombres réels tels que r > a> o. Trouver une fonction 
w =] (.~) qui définit un isomorphisme de l'intérieur D de l'ovale de Cas­
sini Iz2 - a21 < r 2 sur le disque unité B: !wl < l, en conservant les 
axes de symétrie. (D'après le principe de symétrie, il suffit de trouver une 
fonction] définissant un isomorphisme de la moitié à droite D+ définie par 

Iz2 - a21 < r2 , Re(z) > 0, 

sur la moitié à droite du disque unité B+ définie par 

Iwl < l, Re(w) > 0, 

prenant des valeurs réelles sur l'axe réel, et appliquant le segment iy, 
Y2 <::; r2 - a2, du plan z sur le segment iv, ;vl « l, du plan w. Pour cela, 
considérer d'abord la transformation ~ = Z2, puis une transformation 

homographique Z = C(~ + ~ transformant le cercle 1 ~ - a2 1 = r2 dans 
'(~ + () . " 

le cercle unité iZI = l, et le segment a2 - r·2 « Re (~) « 0, lm m = 0 

sur le segment - 1 « Re (Z) < 0, lm (Z) = 0; et finalement une déter­
mination convenable de la fonction w = Zl/2.) 

8. Considérons la fonction ](z) définie dans le demi-plan supérieur p+ : 
Im(z) > 0, par l'intégrale prise le long d'un chemin dans p+ reliant 0 à z 

où k est une constante réelle telle que 0 < k < 1; on prend la détermina­
tion uniforme du radical égale à 1 pour t = o. Montrer que] (z) peut se 
prolonger en une fonction continue dans le demi-plan fermé lm(z) ;;:. o. 
Posons 

f i dt 

K = 0 \l (1 - t2) (1 - k2t2) , 
(t réel). 

Montrer que la fonction] (z) ainsi prolongée définit un isomorphisme du 
demi-plan P"'- sur le rectangle (ouvert) ayant pour sommets les points: 
- K. K, K + iK', - K + iK', et applique l'axe réel sur le périmètre de c 

ce rectangle. Préci~er les points correspondant aux sommets. 
:\fontrer que l'on peut prolonger la transu)rmation réciproque.: = Fi Il. en 
une fonction méromorphe, doublement périodique de périodes .j.K. 2iK'. 
dans le plan de la variable Il. Préciser ses zéros et ses pôles. et en déduirt> 
qu'il existe une constaate A telle que l'on ait 

où ~o, ~1 désignent les fonctions considérées dans l'exercice 3 du chapitre v, 
avec 't' = iK'fK. 



CHAPITRE VII 

Systèmes différentiels holomorphes 

1. Théorème d'existence et d'unicité 

1. POSITION DU PROBLÈME 

Soit k un entier;> 1. Supposons données k fonctions holomorphes de 
k + 1 variables complexes : 

j,(x, Yl' ... , Yk), 1 < i < k. 

Ces fonctions sont supposées holomorPhes au voisinage d'un point (a, bl> ... , bk ). 

On considère le système différentiel 

(1. 1) ~=j,(x, Yh ''', Yk), 

On cherche les systèmes de k fonctions Yi = cpl(X) (i = l, ... , k), holomorphes 
au voisinage du point x = a, telles què CPi (a) = bl, et satisfaisant au système 
(1. 1). Cette dernière condition exprime que les dérivées cpl(x) satisfont à 

(1. 2) cpf(x) = j,(x, cp! (x), ... , cpk(X». 

THÉORÈME 1. Le problème précédent possède une solution et une seule. 

Ce théorème va être démontré dans les trois numéros suivants. 

2. CAS k = 1: PARTIE FORMELLE 

Nous avons une seule fonction inconnue Y de la variable x, l'équation 
différentielle à résoudre étant 

(2. 1) ~1.=f(x, y). 
dx 
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f(x, y) est une fonction Jonnée, holomorphe au voisinage du point (a, b). 
Pour simplifier, nous supposerons désormais a = 0, b = 0; on peut tou­
jours se ramener à ce cas au moyen d'une translation. Soit 

f(x, y) = !, Cp,qXPf 
P, q~1) 

le développement de Taylor def, qui converge par hypothèse au voisinage 
de l'origine. La fonction inconnue y = cp(x) admet le développement de 
Taylor 

lfI(x) = ~ anxn, 
n~1 

dont les coefficients an sont précisément à déterminer. Le coefficient Qo 
est nul, puisqu'on exige cp(o) = o. 

Dans une première étape, on va se borner à chercher une série entière 
formelle (2. 3) qui satisfasse formellement à l'équation différentielle (2.1); 

autrement dit, cp' (x) désignant la dérivée formelle de la série formelle cp(x), 
on doit avoir 

cp'(x) =f(x, cp(x), 

où le second membre est obtenu par substitution à y de la série formelle 
cp (x) (sans terme constant). 

PROPOSITION 2. I. Étant donné la série formelle (2. 2), il existe une série formelle 
(2. 3) et une seule qui satisfasse à (2. 4). 

On va maintenant démontrer cette proposition; on se préoccupera seule­
ment plus tard de la question de savoir si la série (2. 3) ainsi obtenue est 
effectivement convergente au voisinage de o. 
Identifions les séries formelles en x des deux membres de (2. 4); en égalant 
les coefficients de xn dans les deux membres on obtient : 

où Pn + 1 est un polynôme par rapport aux lettres al> ... , an et à un nombre 
fini des lettres cp, q, polynôme dont les coefficients sont des entiers >- o. 
Il n'est pas utile d'expliciter davantage ce polynôme. Par exemple: 

Des relations (2.5) on déduit, par récurrence sur n, 

(2.6) 

où les Qn sont des polynômes, à coefficients rationnels >- 0, pat rapport 
aux diverses variables Cp,q (chaque polynôme Qn ne dépendant que d'un 
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nombre fini de ces variables). Il importe de bien observer que les poly­
nômes Q" sont définis une fois pour toutes. Les premiers polynômes Q 11 

sont les sui\'ants : 

QI = Co.o, 

Les relations (2. 6) étant nécessaires et suffisantes pour que la relation 
formelle (2. 4) soit vérifiée, la proposition 2. 1 se trouve démontrée. 

3. CAS k = 1 : QUESTIONS DE CONVERGENCE 

On suppose maintenant que la série entière du second membre de (2. 2) 
est convergente au voisinage de (0, 0). On se propose de démontrer que la 
série entière (2. 3), dont les coefficients sont définis par les formules (2. 6), 
possède alors un rayon de convergence non nul. Pour cela, on va appliquer 
la méthode dite des séries majorantes. 

Définition. On dit qu'une série entière formelle 

(3. 1) F(x,y) = ~ Cp,qxPf 
p, q;;:>O 

est une série majorante de la série (2.2), si les coefficients Cp,q sont:;> 0 
et satisfont aux inégalités 

On définit de même une série majorante 

(3. 2) I)(x) = ~ A.x' 
n~t 

de la série formelle (2.3). 

PROPOSITION 3. I. Soit F(x, y) une série majorante de la sérief(x, y). Soit I)(x) 
la série formelle, sans terme constant, unique solution formelle de ['équation diffé­
rentielle 

(3· 3) 
dy_ dx - F(x, y). 

Alors 1) est une série majorante de rp. 

Démonstration. Les coefficients An de la série 1) sont donnés, comme on l'a 
vu, par les formules 

A. = Q.(Cp, q); 
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puisque les polynômes Qn ont leurs coefficients;;;:" 0, les inégalités ICp,ql < Cp,q, 
et les inégalités classiques relatives à la valeur absolue d'une somme ou 
d'un produit, montrent aussitôt que lanl < An. Ceci prouve la proposition. 

Pour démontrer que la série (2. 3) a un rayon de convergence non nul 
lorsque la série donnée (2. 2) converge au voisinage de l'origine, on va 
procéder comme suit: on va expliciter une série majorante F de la sérief, 
puis on calculera explicitement la solution formelle 41» de l'équation diffé­
rentielle (3. 3), et on vérifiera directement que la série 41» possède un rayon 
de convergence ?'= o. Comme le rayon de convergence de la série (j) est 
au moins égal au rayon de convergence de la série majorante 41», il s'en­
suivra bien que le rayon de convergence de (j) est ?'= 0, et le théorème 1 

(nO 1) sera entièrement démontré dans le cas où k = 1. 
Par hypothèse, la série (2. 2) converge dans un voisinage de l'ensemble 

Ixl <r, jyl <r, 

où r est un nombre> o. Soit M la borne supérieure de If(x,y)1 sur l'en­
semble (3. 5). D'après les inégalités de Cauchy (chapitre IV, § 5, formule 
(4. 2)), on a 

Posons 

M Ic I~-' p,q "" rP+'l 

M C --' p,q - rP+'1' 

les Cp,q sont les coefficients d'une série entière F(x,y) qui est une série 
majorante def(x, y). On calcule immédiatement la somme de la série F, 
qui est une série géométrique double : 

(3. 8) F(x,y) = ( x ) ( ) 
1-- I-L 

r r 

M 
pour Ixl <r, Iyl <r. 

L'équation différentielle (3. 3) est une équation à variables séparées: 

(3· 9) 

On l'intègre par quadrature : la solution y qui s'annule pour x = 0 

est donnée par la relation 

(3. 10) Ixl <r, 
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où, dans le second membre, on prend la détermination du logarithme qui 
est nulle pour x = o. De (3. 10) on tire 

y = r (1 - VI + 2M log ( 1 - ; ) ), 
où, dans le second membre, on prend la détermination du radical qui est 
égale à 1 pour x = o. Le second membre de (3. II) n'est autre que la 
fonction «Il(x), solution de l'équation différentielle (3. 3) au voisinage de 
x = o. Or il est clair que cette fonction' est holomorphe au voisinage de 
x = 0, et que son développement en série entière admet donc un rayon de 
convergence =1= o. En fait, il est facile de voir que le rayon de convergence 
du second membre de (3. 1 1) est égal à 

La démonstration du théorème 1 est ainsi achevée dans le cas où k = 1. 

4. CAS OÙ k EST Q.UELCONQ.UE 

Revenons au problème posé au nO 1. Nous supposerons que a, bl> ... , bit 
sont nuls; on peut toujours se ramener à ce cas au moyen d'une trans­
lation. Les k fonctions holomorphes fi (X'Yl' .. "Yk) admettent les dévelop­
pements de Taylor 

Ces séries étant données, on se propose de déterminer des séries entières 

ipl(X) = ~ a~l)x" 
n~1 

qui convergent au voisinage de 0 et satisfassent aux relations (1. 2). 
Comme dans le cas où k = l, on va procéder en deux étapes : on va d'a­
bord résoudre formellement les équations (1. 2); on démontrera ensuite 
la convergence des séries entières obtenUl*. 

La solution formelle des équations (I. 2) est unique: on doit écrire 
que l'on a, pour chaque i, 

~ (n + I)a(i) xn = ~ c(i) xP (): a(t)xr ,) q, ~ n+1 ~ P.q ••••. qk ... r, ... 
n r. 

Ceci donne, pour chaque i, 

(4. 3) a(i) - O(i)(c(j) ) 
n - ':.(,..n P. qh "', qk 

où les ~!) sont des polynômes à coefficients rationnels >- 0 dont chacun 
ne dépend que d'un nombre fini des variables c~)q ...... ql' (l'indicej prenant 
les valeurs l, ... , k). 

On va maintenant montrer que si les séries entières (4. 1) convergent 
au voisinage de l'origine, les séries (4. 2) dont les coefficients sont donnés 
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par (4. 3) ont un rayon de convergence non nul. Pour cela, on va remplacer 
chaque sériefi par une série majorante F/. Soit (cII l , ••• , cIIk ) l'unique solution 
formelle du « système majorant» 

Alors, pour chaque i, cIIi est une majorante de Cjl/ (démonstration analogue 
à celle de la proposition 3. 1). Il reste à déterminer explicitement les Fi 
~t les cII/. 

Par hypothèse, les fi sont holomorphes dans un voisinage du polydisque 
fermé 

Ixl <r, Iyd <r pour 1 <i<k, 
et leurs valeurs absolues lfil sont majorées par un nombre M sur ce poly­
disque. On en déduit que les 

sont les coefficients de séries majorantes Fi. Le système différentiel (4· 4) 
s'écrit donc 

( 
k ) 

dy/_ MIll 
dx---x- /=I~ • 

1-- I-
r r 

Soit y/ = cII/(x) l'unique solution formelle du système différentiel (4· 7). 
On va montrer que toutes les séries cil/ sont égales à une même série cil. 
En effet, soit y = cII(x) l'unique solution formelle de l'équation diflerentielle 

(I_L)kdy=~. 
r dx x 

1--
r 

Il est clair que si l'on pose yi = cII(x) pour tout i, on obtient bien une solution 
formelle de (4. 7); ceci démontre l'assertion. 
En définitive, tout revient à prouver que la série formelley = cII(x), solution 
de l'équation (4. 8), admet un rayon de convergence non nul. Or l'équa­
tion différentielle (4. 8) s'intégre par quadrature : la solution qui s'annule 
pour x = 0 est donnée par 

et le second membre de (4. 9) est bien une fonction cII(x) holomorphe au 

21 9-
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voisinage de x = 0; son rayon de convergence est donc bien =1= o. En fait, 
le rayon de convergence est égal à 

2. Dépendance des paramètres et des conditions initiales 

1. DÉPENDANCE DES PARAMÈTRES 

Nous supposons maintenant que les fonctions holomorphes Ji qui figurent 
au second membre du système différentiel (1. 1) du § 1 dépendent holo­
morphiquement de paramètres t l , ... , tJ' D'une façon précise, nous suppo­
sons données k fonctions 

Ji(x, YI, ... , Yk; Il' ... , fj) 

holomorphes de k + j + 1 variables complexes au voisinage de l'origine. 
Pour chaque système (/}> ... , tj) suffisamment voisin de-(o, ... ,0) le système 
différentiel 

(1. 1) 

admet une s6lution holomorphe et une seule YI = cpl(X), nulle pour x = o. 
Les fonctions cpl(X) dépendent bien entendu des valeurs données à tl' ... , IJ' 

Nous noterons 

(1. 2) 

la solution de (1. 1) telle que (jli(O; tl , ••• , tj) = 0 pour i = l, ••• , A. 

THÉORÈME 2. Sous les hypothèses précédentes, les fonctions cpl(X; t l , ••• , t j ) sont 
des fonctions holomorphes des j + 1 variables x, tu ... , tj au voisinage de l'origine 
(0; 0, ... , 0). 

Pour alléger l'écriture, on se bornera à démontrer ce théorème dans le cas 
où k = l, j = 1. On a donc 

(1·3) 

où les coefficients Cp,q(t) sont eux-mêmes des séries entières en t : 
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L'unique solution formeIJe de l'équation différentielle 

(1. 5) ~~ =f(x,y; t) 

a ses coefficients an donnés par les formules (2. 6) du § 1; donc chaque an 
est lui-même une série formelle en t. Ainsi la solution formelle de l'équation 
(1. 5) est une série formelle 

(1. 6) y = cp(x, t) 

par rapport aux deux variables x et t. 
Pour démontrer le théorème 2, il suffit de montrer que la série formelle 
(1. 6) converge lorsque x et t sont assez petits. Pour cela on emploie encore 
la méthode des majorantes. La fonctionf (x, y, t) est, par hypothèse, holo­
morphe au voisinage d'un polydisque fermé 

(1. 7) Ixl < T, Iyl < T, Itl < T, avec T> o. 

Elle possède donc une série majorante F(x, y, t) de la forme 

(1. 8) 
M 

F(x, y, t) = , . 
(1- :)(1--;-)(1-+) 

On voit que cette majorante se déduit de celle considérée au nO 3 du § 1 
en remplaçant, dans le second membre de la formule (3. 8) du § 1, le 

nombre M par MI (1 -+). Donc la solution y = $(x, t) de l'équation 

différentielle majorante ?x = F(x, y, t) est donnée par la relation 

(1.9) $(x; t) = 1 -[1 + 1 2Mt log(l- ;)]1/2 
T 

Or il est clair que le second membre de (1. 9) est une fonction holomorphe 
des variables x et t au voisinage de l'origine x = 0, t = o. Ceci achève la 
démonstration du théorème 2. 

2. DÉPENDANCE DES CONDITIONS INITIALES 

Considérons, pour simplifier, un système différentiel 

(2. 1) 

qui ne dépend d'aucun paramètre. Les fonctions données .fi(x, Yu ... , Yk) 
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sont toujours-supposées holomorphes au voisinage de l'origine. Si le point 
(bl , ... , bk ) est assez voisin de l'origine, les fonctions fi sont encore holo­
morphes au voisinage du point (0, bl' ... , bk ). On peut donc appliquer le 
théorème d'existence et d'unicité (théorème 1 du § 1) : il existe une solution 
Yi = ïli(X) et une seule du système différentiel (2. 1), holomorphe au 
voisinage de x = 0, et telle que ïli(o) = bi' Les fonctions ïli(X) dépendent 
évidemment des valeurs initiales bl' ... , bk ; nous les noterons C?i(X; bl> ... , bl')' 

THÉORÈME 3. Avec les notations précédentes, les fonctions ïli(~; bl' ... , bk ) sont 
holomorphes par rapport aux variables x, bl' ... , bk au voisinage de l'origine x = 0, 

bl = 0, ... , bl, = o. 
Autrement dit, la solution du système différentiel (2.1) dépend holo­
morphiq!tement des valeurs initiales bi des fonctions inconnues Yi' 

Démonstration. Prenons comme nouvelles fonctions inconnues 

Zi =Yi - bi' 

Elle doivent satisfaire au système différentiel 

~; = fi(~', Zl + bl' ... , Z" + bk ), 

avecles valeurs initiales ZI(O) = o. Les seconds membres des équations (2. 3) 
dépendent holomorphiquement des paramètres bl , ... , bk au voisinage de 
l'origine. D'après le théorème 2, l'unique solution de (2. 3) qui s'annule 
pour x = 0 est une fonction holomorphe Zi = ',Hx; bl , ... , bk ). La solution 
de (2. 1) telle que Yi = bi pour x = 0 est donnée par 

et est par conséquent holomorphe en x, bl , ... , bk au voisinage de l'origine. 
Ceci démontre le théorème 3. 

3. Équations différentielles d'ordre supérieur 

On se bornera à un exemple : celui d'une seule équation différentielle 
d'ordre k : 

\3. [) dky _ , (1'-1) 
dxk -f(x, y, y, ... , Y ). 

La fonction donnée f est une fonction holomorphe de k + 1 variables au 
voisinage d'un point (a, b, bl , ... , b4- 1). On cherche une fonction)' = 9(x), 
holomorphe au voisinage du point x = a, telle que 9(a) = b et que les 
dérivées successives '7/(x) , ... , ïI(k-I)(X) prennent au point a les valeurs 
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bl> ... , b~h et telle enfin que l'on ait identiquement, pour x assez voisin 
de a, 

lj)<k)(X) = J(x, cp(x), cp' (x), ... , cp<k-t)(X». 

THÉORÈME 4. Le problème précédent admet une solution et une seule. 

Démonstration. On ramène classiquement la résolution d'une équation 
différentielle telle que (3. 1) à celle d'un système différentiel du premier 
ordre, par l'introduction de nouvelles fonctions inconnues. D'une façon 
précise, introduisons, outre la fonction inconnue y = 1'(x), les fonctions 

, -!!..!f. k-t) _ dk-trp 
Y -dx""'Y< -dxk-t' 

Les fonctions y, y', ... , y<k-t) doivent satisfaire au système différentiel 

(3.2) 

dy , 
-;h=y, 

~-" dx -Y', 
................. , 
dyk-2) _ .lk-t) 

dx -.r , 

dY"'-t) , 
. ~ =J(x, y, y, ... , Yk-t». 

On applique au système (2) le théorème 1 du § 1, ce qui démontre le pré­
sent théorème 4. 

Exercices 

1. Soit donnée une équation différentielle linéaire de la forme suivante : 
(1) (aoX + bo)Y·) + (alx + bl)Y·-I) + ... + (a.x + b.)y = o. 
Montrer que, si U(z) est une fonction continue dans un ouvert D, et r 
un chemin différentiable par morceaux dans D, ayant son origine en zo, 
son extr~mité en Zl' la fonction J (x) définie par l'intégrale 

J(x) = Ir e''''U(z) dz 

est partout holomorphe dans le plan de la variable x. Pour que J(x) soit 
une solution de (1), il suffit que l'on ait 

(i) 

(ii) 

[e""A(z)U(z)]~: = 0, 

d 
dz(A(z)U(z» = B(z)U(z), 
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si on pose 

A(z) = aoZ" + ... + a", B(z) = "oZ" + ... + b". 

Supposons que A(z) possède n zéros C}> ... , CIl deux à deux distincts. Montrer 
que l'on peut écrire 

B(z)=IX+~+"'+~' 
A(z) Z - Cl Z - CIl 

où IX, IX}> ... , IX" sont des constantes complexes, et en déduire, que si 
'0 (j = l, ... , n) désigne un chemin différentiable fermé dans D, où 
D = C - Ic}> ... , c"l, partant d'un point fixe Zoe D et contournant une 
fois le point C}o et si "fj, k( 1 <,j, k <, n) désigne le contour défini en parcourant 
successivement "fj dans le sens direct, "fk dans le sens direct, puis "fj dans le 
sens indirect, et finalement "fk dans le sens indirect, et si on prend la fonction 

pour zeD, 

fonction en général multiforme, l'intégrale (2), où on prend "( = "fj,k 

(donc Zo ='Zl) définit une solution de (1). Montrer que l'on pbtient 
ainsi au plus n - 1 solutions (qui sont holomorphes dans le plan). 

2. Démonstration du théorème des fonctions implicites (proposition 6. 1 

du chapitre IV, § 5, nO 6) par la méthode des séries majorantes (on suivra 
les notations de l'énoncé de la proposition citée) : montrer d'abord que 
l'on peut se ramener au cas où aj =0; bj'= c" = o,j = l, ... , n; k = l, .. . ,p, 
et que l'on a 

(1) fi (Xl' ... , Xn; Zl' ... , Zp) = Cjl(Z) Xl + ... + Cjn(Z)X" 

+ ~ Ci"I ... ··n(Z)XI' .. ·X~n, 
·/1+···+'t'i~:! 

où les coefficients Cjj'(Z) et Ch""n(Z) sont eux-mêmes des séries entières 
en Zu •.• , Zp, et 

pour Xu ... , xn ; Zl"'" Zp assez petits. 
En déduire, utilisant la formule de Cramer, que le système (6. 1) du chapitre 
IV, § 5 est équivalent à 
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j = l, ... , n, où les coefficients y sont aussi des séries entières en Zh ... , Zp, 
et que (2) s'écrit par suite 

(3) XJ = ~ YJJ'; x ••.. xpYJ,zf' ••• z~p 
t~J'~n 

x ...... xp~o 

+ ~ YJ;v .... vA:x .... x,xl· ••• x~nZf· ••. zJp, j= l, , •• , n, 
v'+·'·+vn~· 

x ...... xp~o 

Montrer que, pour que les n séries formelles 

(4) XJ = ~ dJ; " ...... "A: <l' .. ... ,(7pYf· ... Y!:'nZr' ... zJp, 
".+ .. ·+"Ii+<I' .. +· .. ·+<I'p~t • 

J = l, ... , n, 

forment un système de solutions formelles de (3), il faut et il suffit que l'on 
ait 

dJ: " ...... "n: <l', ..... f7p = ~; " ...... "n: <l' ...... <1',( y, d), 

où Qdésigne un polynÔme bien déterminé à coefficients entiers en YJJ'j x ...... xp, 

YJjV ...... vnjXi ..... xp, et en dJj). ...... ).nj'; ...... ';P, ces derniers n'intervenant que si 

Àl + ... + Àn + 'tl + ... + ~p < 141 + ... + f4n + al + ... + ap. 

En déduire qu'il existe un système et un seul de solutions formelles de (3). 
Pour montrer la convergence des séries obtenues, montrer que (3) admet 

une série majorante de la forme suivante: 

où M, R sont deux constantes réelles positives (remarquer que le dévelop­

pement en série. entière de -----.. ~_._---.- est majoré par celui de 

) 
(1 -Tt) ... (1 -Tn) 

( 1 T) ,et que par suite, en faisant Xl = X g = ... = X n = X, 
1- T 1 + .. ·+ ft 

on obtient une majorante des séries (4), en résolvant l'équation du second. 
degré en'X: 

(voir la démonstration de la proposition 9. 1 du chapitre l, § 2, nO 9). 
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Ce livre contient J'essentiel de la thèone classique des fonctions d'un e variable complexe
et présente, de façon sommaire, les notions d'analyticité et d'holomorphie des fonctions
de plusieurs variables.

Le cas des fonctions ana lytiques de plu sieurs variables . réelles ou complexes , est
envisagé pour permett re de considérer les fonctions hannoniques de deux variables
réelles comme des fonctions an alytiques cl de traiter du théor ème d'existe nce des
solutions d'un syst ème différentiel dans le cas où les données sont ana lytiques , en
utilisant la "méthode des majorantes",

Dans son mode d'exposition de ce sujet classique , J'auteur lraite notamment de la
theorie des sênes entiéres formelles et de la notion d'"espace analytiqu e" abstraite . dite
us uellement "surface de Riemann", Les questions de topologie plane, indispensables
lors du traItement de l'Intégrale de Cauchy, sont abordées selon un point de vue un peu
différent de celui d'Ahlfors,

A d'infimes exceptions prés, des démonstrations complétes sont données de tous les
énoncés du texte, traités de maniére d ètatllèe.

L'ouvrage comprend les chapitres suivants : sënes entiéres à une variable - fonctions
holomorphes, Intégrale de Cauchy - développements de Taylor et de Laurent. points
singuliers , résidu s - fonctions analytiques de plusieurs variab les, fonctions harmo­
niques - convergence des suites de fonctions holomorphes ou méromorphes , s éries.
produits infin is, familles normales - tra nsfonnations holomorphes - systémes
différentiels holomorphes,

Chaque chapitre est complété par de nombreux exercices et problémes quI. choisis par
Reiji Takahash l. permettent au lecteur de vènfier s'il a bien assimilé les questions
theoriques .
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