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Avant-propos

Le présent volume reprend, avec quelques additions, un cours professé
a la Faculté des Sciences de Paris, dans le cadre de la licence d’enseigne-
ment, pendant les années scolaires 1957-58, 1958-59 et 1959-60. Il est
consacré essentiellement a la théorie des fonctions analytiques d’une
variable complexe. Le cas des fonctions analytiques de plusieurs variables
réelles ou complexes est néanmoins abordé au chapitre 1v, ne serait-ce que
pour permettre d’envisager les fonctions harmoniques de deux variables
réelles comme des fonctions analytiques, et de traiter, au chapitre v,
du théoréme d’existence des solutions des systémes différentiels dans le
cas ou les données sont analytiques.

Le sujet traité dans ce livre couvre la partie du programme du certificat
de « Mathématiques II » consacrée aux fonctions analytiques. Ce méme
sujet était déja inclus dans le certificat de « Calcul différentiel et intégral »
de ’ancienne licence.

Les programmes des certificats de licence n’étant pas fixés dans le détail,
le professeur conserve en principe une assez grande liberté pour la matiére
de son cours. Cette liberté n’est guére limitée que par la tradition; lorsqu’il
s’agit des fonctions analytiques d’une variable complexe, la tradition, en
France, est & vrai dire assez bien établie. Il sera donc peut-étre bon d’indi-
quer maintenant dans quelle mesure je me suis écarté de cette tradition.
En premier lieu, j’ai préféré commencer par présenter non le point de vue
de Cauchy (fonctions dérivables et intégrale de Cauchy), mais le « point
de vuc de Weierstrass », c’est-a-dire la théorie des séries entiéres conver-
gentes (chapitre 1). Celle-ci est elle-méme précédée d’un exposé succinct
des opérations formelles sur les séries entiéres, c’est-a-dire de ce qu’on
appelle aujourd’hui la théorie des séries formelles. J’ai aussi innové
vis-a-vis de la tradition en consacrant deux paragraphes du chapitre vi
4 une exposition systématique, quoique fort élémentaire, de la théorie
des « espaces analytiques » abstraits (4 une dimension complexe). Ce qui
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Avant-propos

est appelé ici « espace analytique » n’est pas autre chose que ce qui était
auparavant et est encore souvent désigné sous le nom de « surface de
Riemann »; nous avons préféré réserver le nom de surface de Riemann
a la double donnée d’un espace analytique et d’une application holomorphe
de cet espace dans le plan complexe (ou, plus généralement, dans un autre
espace analytique). Ainsi se trouve établie, avec toute la netteté désirable,
une distinction entre deux notions que la terminologie classique rendait
impossible.

Sur un sujet aussi classique que la théorie des fonctions analytiques d’une
variable complexe, auquel tant de traités ont été consacrés et sont encore
consacrés dans tous les pays, il ne pouvait étre question de prétendre a
Poriginalité. Si le présent traité se distingue de ceux qui 'ont précédé en
France, c’est peut-étre parce qu’on s’y conforme & un usage récent, et qui
tend a se répandre de plus en plus : un texte mathématique doit contenir
des énoncés précis de propositions ou de théorémes, énoncés qui se suffisent
a eux-mémes et auxquels il soit possible & tout instant de se référer. A
quelques rares exceptions pres, qui sont expressément signalées, il est donné
des démonstrations complétes de tous les énoncés du texte.

Les questions un peu délicates de Topologie plane, en relation avec
Pintégrale de Cauchy et la considération des fonctions « multiformes »,
ont été abordées franchement au chapitre 1. Ici encore, on a pensé que
quelques énoncés précis étaient préférables 4 de vagues intuitions et a des
idées floues. Sur ces questions de Topologie plane, je me suis inspiré du
livre excellent de L. Ahlfors (Complex Analysis), sans toutefois me conformer
enti¢rement aux points de vue qui y sont développés. Quant aux notions
de base de la Topologie générale, elles sont supposées connues du lecteur
et utilisées en maints endroits de ce livre; en effet, ce cours s’adresse aux
étudiants de « Mathématiques IT », qui sont censés avoir déja étudié le
programme de « Mathématiques I ».

J’exprime mes vifs remerciements 4 Monsieur Reiji Takahashi qui, fort
de Pexpérience qu’il a acquise en dirigeant les travaux pratiques des étu-
diants, a bien voulu compléter les divers chapitres de ce livre par des
énoncés d’exercices et de problémes. Nous souhaitons que le lecteur ait
ainsi la possibilité de s’assurer qu’il a compris et assimilé les notions théo-
riques exposées dans le texte.

HENRI CARTAN

Die (Drome), le 4 aolt 1960



CHAPITRE 1

Séries entiéres a une variable

1. Séries entiéres formelles

1. ALGEBRE DES POLYNOMES

Soit K un corps commutatif. On considére les polynémes formels & une
lettre (ou « indéterminée ») X & coefficients dans K (pour le moment il
n’est pas question de donner de valeur 4 X). L’addition de deux polyndmes,
la multiplication d’un polynéme par un « scalaire » (c’est-a-dire par un
élément de K) font de I’ensemble K [X] des polynémes un espace vectoriel
sur K, ayant la base infinie

L, X, ..., X ...

Chaque polynéme est une combinaison linéaire finie des X" & coefficients

dans K, qu’on écrit Y a,X®, étant entendu que, dans la suite illimitée
a0
des coefficients a,, tous sont nuls sauf un nombre fini. La table de

multiplication
XpP. X9 =XpP+49

définit une multiplication dans K [X]; le produit

( > a,,XP) . (2 b,,Xv)
p q
est 3, ¢, X", ou

(1.1) =X apb,

ptq =n

Cette multiplication est commutative et associative.
Elle est bilinéaire, en ce sens que

(1.2) (P1+P) - Q=PQ+PQ
(A\P) - Q =1 (PQ)
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I. Séries entiéres 4 une variable

quels que soient les polynémes P, P,, P,, Q et le scalaire ). Elle admet comme
élément unité (noté 1) le polynéme Y, a,X" tel que gy = 1, @, = O pour

n>

n > 0. On exprime toutes ces propriétés en disant que K [X], muni de sa
structure d’espace vectoriel et de sa multiplication, est une algébre commu-
tative sur le corps K, avec élément unité; c’est, en particulier, un anneau
commutatif 3 élément unité.

2. ALGEBRE DES SERIES FORMELLES

Une série enti¢re formelle en X est une expression formelle Y a.X", ot
n=0

cette fois on ne suppose plus nécessairement que les coefficients a, soient
nuls sauf un nombre fini d’entre eux. On définit la somme des deux séries
formelles

(2 anX") + (Z b,.X") =XaX, ol ¢ =a,+ b

n=0 n>=0 n>0

ainsi que le produit d’une série formelle par un scalaire :

x( > a,.X") = Y ()X~
n=0 n=0

L’ensemble K [[X]] des séries formelles forme ainsi un espace vectoriel
sur K. On note o I’élément neutre de 1’addition; c’est la série formelle
dont tous les coefficients sont nuls.

Le produit de deux séries formelles se définit encore par la formule (1.1),
qui conserve un sens car dans le second membre il n’y a qu'un nombre
fini de termes & ajouter. La multiplication est encore commutative et asso-
ciative, et bilinéaire vis-d-vis de la structure vectorielle. Ainsi K[[X]]
est une algebre sur le corps K, ayant pour élément unité (noté 1) la série

Y a. X" telle que gp = 1, a, = 0 pour r > 0.
n>=0

L’algébre K [X] s’identifie 4 une sous-algebre de K [[X]], & savoir la sous-
algébre des séries formelles dont les coefficients sont tous nuls sauf un
nombre fini.

3. ORDRE D’UNE SERIE FORMELLE

Soit $(X) = X a.X", notée encore S pour abréger. L'ordre » (S) de cette
n=0

série est un entier qui n’est défini que si S 5 o : c’est le plus petit n tel que

a, # 0. On dit qu’une série formelle S est d’ordre > £ si elle est o ou si

o(S) > k. Par abus de langage, on écrit (S) > k£ méme lorsque S = o,

bien que »(S) ne soit pas défini dans ce cas.



§ 1. Séries enti¢res formelles

Remarque. On pourrait convenir que w(0) = + 2. Les S telles que o(S) > &

(k entier donné) sont simplement les séries ), a,X" telles que a, = 0 pour
n=0

n < k. Elles forment un sous-espace vectoriel de K[[X]].

Définition. Une famille (S(X));e1, o I désigne un ensemble d’indices,
est dite sommable si, pour tout entier £, on a «(S;) > & sauf pour un nombre
fini d’indices i. Par définition, la somme d’une famille sommable de séries
formelles

SiX) = X ap: X"
n=0

est la série

S(X) = X a. X",

n=0

ou, pour chaque 7, @, = X a,. Ceci a un sens puisque par hypothése
i

les a,,;, pour n donné, sont nuls sauf pour un nombre fini de valeurs de 7.
L’opération d’addition des séries formelles, lorsqu’elles forment une
famille sommable, généralise I’addition finie, déduite de la structure vecto-
rielle de K[[X]]. Cette addition généralisée est commutative et associative
dans un sens que le lecteur précisera.

La notation formelle ), ¢, X" peut alors se justifier a posteriori. En effet,
n>0

convenons d’appeler monéme de degré p une série formelle Y, a, X" telle
n20

que a, = 0 pour n % p; notons a,XP un tel monéme. La famille des
mondmes

{ aan } n€N

(N désignant ’ensemble des entiers > o) est évidemment sommable, et
sa somme n’est autre que la série formelle 2 a, X",

n=0
Remarque. Le produit des deux séries formelles
(30):(30)
p q
n’est autre que la somme de la famille sommable, formée de tous les pro-
duits
(apXP) . (bgX7) = (aphg)XP+1

d’un monéme de la premiére série par un monéme de la seconde série.

PROPOSITION 8. 1. L’anneau K[[X]] est un anneau d’intégrité (ceci signifie que
S + o0 et T # o entrainent ST # o).

11
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I. Séries entiéres & une variable

Démonstration: Supposons S(X) = X a,X? et T(X) = 26,X? non nulles.
Soient p = w(S), ¢ = w(T); soit *? ¢

$(X). T(X) = ZaX";

on a évidemment ¢, = 0 pour n<<p + ¢, Cp4q = apb,. Puisque K est
un corps et que a, % 0, by 5= 0, on a ¢4, 5 0, donc S. T n’est pas nulle.
De plus on a prouvé que

(3. 1) o(8T) = w(S) + o(T) pour S#o0, Ts#o.

Remarque. On pourrait considérer des séries formelles & coefficients dans un
anneau commutatif A & élément-unité, et non plus nécessairement a coeffi-
cients dans un corps K; la démonstration précédente prouve que si A
est un anneau d’intégrité, A[[X]] est aussi un anneau d’intégrité.

4. SUBSTITUTION D’UNE SERIE FORMELLE DANS UNE AUTRE

Considérons deux séries formelles
SX) = X aX, T(Y) =X bYn
n=0 p=0

Supposons, ce qui est essentiel, que by = o, autrement dit que o(T) > 1.
A chaque monéme 4,X" associons la série formelle a,(T(Y))", ce qui a
un sens puisque les séries formelles en Y forment une algébre. Puisque
by = 0, 'ordre de a,(T(Y))" est >n; donc la famille des a,(T(Y))"
(lorsque n prend les valeurs o, 1, ...) est sommable, et on peut considérer
la série formelle
(4 1) 2 a(T(Y))",

n=>0
dont on regroupera les termes en Y. Cette série formelle en Y est dite
obtenue par substitution de T(Y) 4 X dans S(X); on la note S(T(Y)), ou
encore S o T lorsqu’on ne spécifie pas le nom de Pindéterminée Y. Le
lecteur vérifiera les relations :

(4.2) (Sl+82)°T=SloT+S2°T
(S18g) o T = (S;0T) (SgoT), 10T =1

Mais on se gardera de croire que S o (T, + T,) soit égal 4 S o T; 4+ S o T,.

Les relations (4. 2) expriment que, pour un T donné (d’ordre > 1),
Papplication S —SoT est un homomorphisme de I’anneau K[[X]] dans
’anneau K[[Y]], qui transforme 1’élément unité 1 dans 1.



§ 1. Séries entiéres formelles

Remarque. Si on substitue o dans S(X) = X, a,X", on trouve la série for-
n>0

melle a,, réduite a son « terme constant ».

Si on a une famille sommable de séries formelles S; et si o(T) > 1, la
famille des S; o T est sommable et I’on a

(4-3) (281) o T=2(S:°T),
ce qui généralise la premiére des relations (4. 2). En effet, soit

Si(X) = X a., X
n=0

on a

Ts(X) = §0(Z an,,.) Xn,
d’ol ‘ A
(4 4) (28)°T=2 (Zan) (T,
tandis que B
(4-5) ;s,. oT = 2:‘ (éo a"_,.(T(Y))n).

Pour prouver I’égalité des seconds membres de (4. 4) et (4. 5), ou observe
que, dans chacun d’eux, le coefficient d’une puissance donnée Y” ne fait
intervenir qu’un nombre fini de coefficients a, ; et on applique ’associati-
vité de I’addition (finie) dans le corps K.

PROPOSITION 4. 1. On a la relation
(4. 6) (SeT)oU=S0(ToU)

chaque fois que o(T) > 1, 0(U) > 1 (associativité de la substitution).

Démonstration. Les deux membres de (4. 6) ont un sens. Lorsque S est un
mondme, ils sont égaux car on a

(4.7) TroU = (To U
en raison de la deuxi¢me relation (4.2), par récurrence sur n.
Le cas général de (4. 6) se déduit de 14 en considérant la série S comme
la somme (infinie) de ses monémes Y, 4,X"; on a, par définition,

SoT = 2 a,Tr,
n=o0
et, d’apres (4. 3),
(SeT)oU = Y a,(T"o U),
n=>0

I3
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1. Séries entiéres 4 une variable
ce qui, d’aprés (4. 7), est égal a

Y a(ToU) =So (ToU). C.Q.F.D.

n20

5. INVERSE D’UNE SERIE FORMELLE

Dans I’anneau K [[Y]], on a l'idendité

(5. 1) =)+ Y4 Yoo =1,

dont la vérification est immédiate. Donc la série 1 — Y a un inverse
dans K [[Y]].

PROPOSITION 5. 1. Pour que S(X) = X, a, X" posséde un élément inverse pour la
multiplication de K[[X]], il faut et il :‘uﬁit que ay 7 o, C’est-a-dire 5(0) # o.

Démonstration. C’est nécessaire, car si
TX) =26X" e SXTX)=r1,

on a gyhy = 1, d’olt gy # o. Réciproquement, supposons a, # 0; on va
montrer que (a)"*S(X) = S,(X) a un inverse T,(X), d’our il résultera
S(X) a pour inverse (a,)~'T,(X). Or

5:X) =1 —=U(X), oU)>1

on peut donc substituer U(X) a4 Y dans la relation (5. 1), et par suite
1 — U(X) a un inverse. C.Q.F.D.

Remarque. On a plongé I’algébre K[X] des polynémes dans ’algébre K[[X]]
des séries formelles. On voit que tout polynéme Q(X) tel que Q (o) %~ o
posseéde un inverse dans ’anneau K[[X]]; cet anneau contient donc tous
les quotients P(X)/Q (X), ou P et Q sont des polynémes tels que Q (o) # o.

6. DERIVEE D’UNE SERIE FORMELLE

Soit S(X) = Y a.Xr; par définition, la série dérivée S'(X) est donnée par
la formule "

(6. 1) S'(X) = X na, X .

n>0

On écrit aussi 3{)_3(’ ou encore %( S, pour la dérivée S'. La dérivée d’une

somme (finie ou infinie) est égale 4 la somme des dérivées. L’application
S — S’ est une application linéaire de K[[X]] dans elle-méme. De plus,



§ 1. Séries entieres formelles

la dérivée du produit de deux séries formelles est donnée par la formule
d _dS dT
(6. 2) X (ST) = XTI+ SdTC

En effet, il suffit de vérifier cette formule dans le cas particulier ou S et T
sont des mondmes, et alors c’est immédiat.
Si S(o) s o, soit T I'inverse de S (cf. n° 5). La formule (6. 2) donne

d [1 1 dS
(6-3) x(5)=—six
Par récurrence, on définit les dérivées successives d’une série formelle. Si
S(X) = X a,X", la dérivée d’ordre n est
S™(X) = n!a, + des termes de degré > 1.

On a donc

(6. 4) S®(0) = n!a,

en notant S™(0) le résultat de la substitution de la série o a la lettre X
dans S™(X).

7. SERIES RECIPROQUES

La série I(X) définie par I(X) = X est un élément neutre pour la composition
des séries formelles :
S o I = S = I o S

PROPOSITION 7. 1. Soit donnée une série formelle S; pour qu’il existe une série
Sormelle T telle que

(7. 1) T(o) = o, SoT =1,

il faut et il suffit que

(7-2) S(0) = o, S'(0) # o.

S°il en est ainsi, T est unique, et 'on a T o S = 1; autrement dit, T est Uinverse
de S pour la loi de composition o.

Démonstration. Soit S(X) = X a, X", T(Y)= X b,Y". Si I'on a
n20

a1
(7-3) S(T(Y)) =Y,
Pidentification donne

(7-4) Gy =0, ab; = 1.

Donc les conditions (7. 2) sont nécessaires.

15
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I. Séries entiéres & une variable

Supposons-les remplies; écrivons que le coefficient de Y* est nul dans le
premier membre (7. 3); il est égal au coefficient de Y" dans

a, T(Y) + ax(T(Y))? + - - + au(T(Y))",
ce qui donne la relation

(7. 5) a,b,. + Pn(ag, eeey Qpy bi, coey bn—i) = 0,

A

ou P, est un polynéme connu a coefficients entiers > o, linéaire en
ay, ..., a,. Puisque a, # 0, la deuxié¢me relation (7. 4) permet de calculer 4,;
puis, pour n > 2, la relation (7. 5) permet de calculer b, par récurrence
sur n. D’ol Pexistence et unicité de la série formelle T(Y).

La série ainsi obtenue satisfait a T(0) = o, T’(0) # o; donc, en appliquant
a T le résultat qu’on vient de démontrer pour S, on voit qu’il existe une
série formelle S, telle que

S,(0) = o, ToS, =1
On a
S;=I08,=(S0T)oS; =80(ToS;) =801 =S8,

Ainsi S, n’est autre que S, et ona bien T « S =1, ce qui achéve la démonstra-
tion.

Commentaire. Puisque S(T(Y)) =Y, T(S(X)) = X, on peut dire que les
« transformations formelles »

Y =5(X), X=T(Y)

sont réciproques I’'une de I’autre ; aussi donne-t-on a T le nom de « série
formelle réciproque » de la série S.

La proposition 7. 1 est une sorte de « théoréme des fonctions implicites
formelles ».

2. Séries entiéres convergentes

1. CORPS COMPLEXE

Désormais le corps K sera I'un des corps R ou C : R désigne le corps des
nombres réels, G le corps des nombres complexes.

Rappelons qu’un nombre complexe z = x 4 iy (x et y réels) se repré-
sente par un point du plan R2, de coordonnées x et y. Sia chaquez = x + iy
on associe le nombre « conjugué » Z = x — iy, on définit un automor-
phisme z — Z du corps G, en vertu des relations

-t

2+ =zZ24+27, '=2zZ.
Le conjugué de Z est z. Autrement dit, la transformation ¢ — Z est involutive,
c’est-a-dire égale a la transformation réciproque.



§ 2. Séries entiéres convergentes

On définit la norme, ou valeur absolue, ou encore module d’un nombre
complexe z comme suit :

lz] = (2.2)"*.
Elle jouit des propriétés suivantes :
lz + 2'| < lz] + |2'), 22| = ||- |2/], =1

La norme |z| est toujours > o et n’est nulle que si z = o. Cette norme
permet de définir une distance dans le corps € : la distance de z 4 z' est
|z — z'|; ce n’est pas autre chose que la distance euclidienne dans le plan
R2. Pour cette distance, G est un espace complet, ce qui signifie que le
critére de Cauchy est valable : pour qu’une suite de points z,€C ait une
limite, il faut et il suffit que I’on ait

lim |zn—z4| = o.

m > oo
n > oo

Ce critére de Cauchy a pour conséquence le théoréme bien connu : si

une série Ju, de nombres complexes est telle que Y |u,| << + oo, alors
n

n

la série converge (on dit que la série est absolument convergente). De

plus
S,

On identifiera toujours R & un sous-corps de G, & savoir le sous-corps
formé des z tels que Z = z. La norme induit une norme sur R, qui n’est
autre que la valeur absolue d’un nombre réel. R est complet. Dans toute
la suite la norme du corps G (ou R) jouera un réle essentiel.

On notera

Re(d) =—(c+2) et Im(z)=_-(:—2)

< 2 [l

la « partie réelle » et le « coefficient imaginaire » de z e C.

2. RAPPEL DE NOTIONS CONCERNANT LA CONVERGENCE DES SERIES DE FONC-
TIONS

(En ce qui concerne les notions qui interviennent ici, le lecteur pourra se
reporter au Cours de Mathématiques I de J. Dixmier : Cours de I’A.C.E.S.,
Topologie, chapitre vi, § 9.)

Considérons des fonctions définies sur un ensemble E, i valeurs réelles
ou complexes (on pourrait, plus généralement, considérer des fonctions
4 valeurs dans un espace vectoriel normé complet; cf. loc. cit). Pour
chaque fonction # on notera

llufj = sup [u(x)],

17
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1. Séries entieres & une variable

qui est un nombre > o éventuellement infini. On a évidemment :

llw + oll <llull + 12ll,  [Pall =[]

pour tout scalaire %, lorsque |ju|| <<+ oc; autrement dit, sur ’espace
vectoriel des fonctions u telles que ||u|| << + o0, ||| est une norme.

On dit qu’une série de fonction u, est normalement convergente si la série

des normes Z ||#a]| est une série convergente a termes positifs ; autrement dit,

5 lluall << + . Cela implique que, pour chaque xeE, la série E [, (%)]
est convergente, donc que la série ), u,(x) est absolument convergente;
de plus si v(x) désigne la somme de (gctte derniére série, on a

P
ol < Zfll, i flo — 3 | = o,

P> % n=0

Cette derniére relation exprime que les sommes partielles ), u, convergent
n=0

uniformément vers v quand p tend vers U'infini. Ainsi, toute série normalement
convergente est uniformément convergente. ‘

Si A est un sous-ensemble de E, on dit que la série de terme général u,
converge normalement pour x€ A si la série des fonctions

u, = u,|A (restriction de u, a A)

converge normalement. Il revient au méme de dire qu'on peut majorer
sur A chaque |u.(x)| par une constante ¢, > 0, de maniére que la série
\\ .

}_,e,. soit convergente.

n

Rappelons que la limite d’une suite uniformément convergente de fonc-
tions continues (sur un espace topologique E) est continue. En particulier,
la somme d’une série normalement convergente de fonctions continues est continue.
On en déduit notamment ceci :

PROPOSITION 1.2. Supposons que, pour chaque n, lim u,(x) existe; soit a, la

T 3»To

valeur de cette limite. Alors si la série 2 u, est normalement convergente, la série Y a.
est convergente, et on a "

2 a, = lim (H u,.(x))

z>xy \ N

(interversion de la sommation et du passage a la limite).

Tout ce qui précéde s’étend aux séries multiples, et plus généralement
aux familles sommables de fonctions (cf. Cours de Dixmier cité plus haut).
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3. RAYON DE CONVERGENCE D’UNE SERIE ENTIERE

Toutes les séries entiéres qu’on va considérer auront leurs coefficients
dans ’'un des corps R et C.
Signalons tout de méme que ce qui suit resterait valable plus généralement pour

un corps valué complet non discret, c’est-a-dire un corps K muni d’une application
x — |x| de K dans ’ensemble des nombres réels > o, telle que

glx + <L+ D ol ==l
(lx| = 0) <> (x = 0),

et telle enfin qu’il existe des x 54 0 avec |x] % 1.

Soit S(X) = Y, 2, X" une série formelle a coefficients dans R ou C. On
n20

se propose de substituer 4 la lettre X un élément z du corps; cela donnera
a la série une « valeur » S(z), qui sera un élément du corps; mais une telle

substitution exige que la série ) a,2" soit convergente. En fait on se bornera
n>0

au cas ou elle est absolument convergente.
D’une fagon précise, introduisons une variable r réelle et > o, et consi-
dérons la série & termes positifs (ou nuls)

2 |adr,

nz=0
dite série associée A la série S(X). Sa somme est un nombre > o bien déter-
miné, éventuellement infini. L’ensemble des r >> o pour lesquels

D lar < + o
n=0

est évidemment un intervalle de la demi-droite R+, et cet intervalle n’est
pas vide puisque la série converge pour r = o. Cet intervalle peut étre
ouvert 4 droite ou fermé, fini ou infini, et il peut se réduire au seul point o.
Dans tous les cas, soit p la borne supérieure de cet intervalle: p est un
nombre > o, fini ou infini, éventuellement nul. On l’appelle le rayon de

convergence de la série entiére formelle Y a,X". L’ensemble des z tels que
n>0

|2] < p s’appelle le disque de convergence de la série entiére; c’est un ensemble
ouvert; il est vide si p = 0. C’est vraiment un disque lorsque le corps des
coefficients est le corps complexe G.

ProrosITION 3. 1.
a) pour tout r < p, la série Y a.z" converge normalement pour |z| < r; en parti-

n=0

culier, la série converge absolument pour chaque z tel que |z| << p;

b) la série X, a.z* diverge pour |z| > o (on n’affirme rien pour |z| = p).
n>0
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I. Séries entiéres & une variable

Démonstration. La proposition 3. 1 va résulter du

LeMME D’ABEL. Soient des nombres réels r et 1, tels que o <<r<<r,. Sl existe
un nombre fini M > o tel que

|aa|(re)" <M pour tout entier n>> o,

’ \Y
alors la série Y, a,z" converge normalement pour < r
n20

En effet on a |a.2"| < |aalr" < M(r[r,)", et e, = M(r/r,)" est le terme
général d’une série convergente, 4 savoir une progression géométrique de
raison rfr, << I.

Démontrons maintenant ’assertion a) de la proposition 8.1 : si 7 <<,

prenons 7, tel que 7 <<r, <p; puisque la série ), |a,|(r,)* converge, son
n=0

terme général est majoré par un nombre fixe M, et le lemme d’Abel assure

la convergence normale de ), a,z" pour |z| < r. Il reste & prouver Iasser-
n=0

tion b) :si |z| > p, il existe des entiers n tels que |a,2"| soit arbitrairement

grand, sinon en vertu du lemme d’Abel, la série ) |a,|r'" serait convergente
n=0

our un r’ tel que p <<r' <<|z|, ce qui contredirait la définition de ».
p que p q P

Expression du rayon de convergence (Hadamard) : on va démontrer la formule
(3. 1) 1/p = lim sup |a, /'™
n=> %

Pour cela, rappelons d’abord la définition de la limite supérieure d’une
suite de nombres réels u, :

lim sup %, = lim (sup u,.)
R0 p>oo \n>p

Pour démontrer (3. 1), on utilise le crittre de convergence classique :

soit une suite de nombres v, > 0; si lim sup ()" << 1,0na Zv,. < + =,
n>»>

et si limsup (s,)!"> 1, on a Ev,. = 4 o («regle de Cauchy », qui

N\ N . .
résulte de la comparaison de la série )0, 4 une progression géométrique).
Ici on a v, = |a.|r", et par suite "

lim sup (v,)!/" = r(lim sup lanl‘/"),
n->» 30 n > oo

donc la série Z |a.|r" converge pour I[r > lim sup |a.|'/", et diverge pour

n—- o0

1/r << lim sup |a,.|‘/". Ceci prouve (3. 1).
> %
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Quelques exemples. — La série S nlz"a un rayon de convergence nul;
n=>0

— la série 2 — %" a un rayon de convergence infini;
n>0n

— chacune des séries 2 0y 2 - 2", E n—z a un rayon de convergence
20 n>o0 n>0

égal a4 1. On vérifiera qu’elles se comportent différemment pour |z| =

4. ADDITION ET MULTIPLICATION DES SERIES ENTIERES CONVERGENTES

ProposITION 4. 1 : Soient A(X) et B(X) deux séries entiéres formelles dont le
rayon de convergence soit > p. Soient
S(X) = A(X) 4+ B(X) et P(X) = A(X).B(X)

leur somme et leur produit. Alors : ‘
a) les séries S(X) et P(X) ont un rayon de convergence >
b) on a de plus, pour |z| <o,

(4. 1) S(z) = AR) + B(z),  P(2) = A(2) B(z).
Démonstration. Soient
AX) = Z 2,X", BX)= Y 5X", SX)=aX", PX)= ;od,.x".

Posons

to=la + 16y 8= X |ap].|bacsl-

0Lpsn

On a || < ¥Yny |da| < 8a. Sir<<p, les séries 3, |a,|r* et D |b,|r" convergent,
donc >0 >0

2y = ( gol‘anlr"> + (Z lbnlr") < + o,

n=0
D B = ( > la,,lrl’) (E |bq lr") < + .
n>0 p=0 720

Donc les séries ), |c,|r" et 2 |d.|r" convergent; ainsi tout r<C¢ est au plus
n>0
égal au rayon de convergence de chacune des séries S(X) et P(X). Donc

ces deux rayons de convergence sont > p.

Il reste & prouver les deux relations (4. 1). La premiére est évidente, et la
seconde résulte de la multiplication des séries convergentes; d’une fagon
précise, on a une proposition classique que nous rappelons ici :

PROPOSITION 4. 2. Soient 3 u, et X, v, deux séries absolument convergentes. Si
on pose n=0 n20

w, = Z UpUn — py
0<pLn

21
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I. Séries entiéres & une variable

la série Y, w, est absolument convergente, et sa somme est égale au produit

(Zm) - (Z)

Posons en effet o, = > |t4a, Bq = > |va|; on a
nzp n2q

2 Jwn| < 22 |up]- |0g] = @oBo;
n20 p20g20
de plus, si m > 2n,

S i (3 ) 30)

hrLm k<n k<n

est majoré par une somme de termes |u,|.|v,) pour chacun desquels I'un
au moins des entiers p et ¢ est > n; donc cette somme est majorée par
B + 1 -+ Bodtn + 1, €t €lle tend vers o quand n tend vers P'infini. Donc ), wj tend

vers le produit des sommes infinies Y, u, et 3 v,. s
30 n>0

5. SUBSTITUTION D’UNE SERIE ENTIERE CONVERGENTE DANS UNE AUTRE

Soient données deux séries entiéres formelles S et T avec T(0) = o; on a,
au paragraphe 1, n° 4, défini la série entiére formelle S o T.
PROPOSITION 5. 1. Posons T(X) = X b,X". Si les rayons de convergence o(S)

21
et o(T) sont # o, il en est de méme du rayon de convergence de U =S o T. D’une
Jagon précise, il existe des r > o tels que 2 balr® << p(S); si rest ainsi choisi,
>1

n
le rayon de convergence de U est > 1, et, pour/ tout z tel que 2| < 1, on a

IT(2)| <p(S)

et

(5- 1) S(T(z)) = U(2).

Démonstration. Posons S(X) = Y, a, X" Pour r>o0 assez petit, Y bl
n=0 n21

“est fini' puisque le rayon de convergence de T est % 0. Donc X |balr—t

est fini pour r > o assez petit, et par suite >t

I = (Zeir)

tend vers o quand r tend vers o. Il existe donc bien un r> o tel que
Y |balrm < o(S). Alors

n>1

Pé("apl (k§i|bk| rk) ’
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est fini. Or ceci est une série }_, Yar", et si on pose U 2 . X", on a
n20 n>0

évidemment l¢,|<{y.. Ainsi X [calr™ est fini, et le rayon de convergence
de U est > 1. 20

Il reste & prouver la relation (5. 1). Posons S,(X) = Y a.X¥, et soit
S.oT = U,. Pour !zl < r,ona oskse

Ua(2) = Sa(T(2))s

puisque I’application T — T(z) est un homomorphisme d’anneaux et
que S, est un polynéme. Puisque la série S converge au point T(z), on a

S(T(Z)) = h:n Sn(T(Z)).

D’autre part, les coefficients de U—U, = (S —S8,) o T sont majorés par
ceux de

> lap| (;.2 ]b,‘!r") )

p>n

série dont la somme tend vers o quand n — + oo. Il s’ensuit que, pour
|zl <7, U(z) — U,(2) tend vers o quand n — + . On a donc finalement

U(e) = lim U.(z) = lim §,(T(z)) = 8(T(z)) ~ pour [ <7

ce qui établit la relation (5. 1) et achéve la démonstration.

Interprétation de la relation (5. 1) : supposons r choisi comme il est dit dans
’énoncé de la proposition 5. 1. Notons T la fonction z—T(z) définie
pour 2| < r, et notons de méme S et U les fonctions définies par les séries
S et U. La relation (5. 1) dit que, pour |z| < r, ’application composée
S o T est définie, et égale 2 U. Ainsi la relation U = So T entre séries
formelles entraine, lorsque les rayons de convergence de S et de T sont
# 0, la relation U = S o T, & condition de ne considérer que des valeurs assez
petites de la variable z. '

6. INVERSE D’UNE SERIE ENTIERE CONVERGENTE

On sait (§ 1, proposition 5.1) que si S(X) = Y 2.X", avec g, # o,
n20

il existe une série formelle T(X) et une seule telle que/ le produit S(X)T(X)
soit égal a 1.

ProrposiTION 6. 1. Si le rayon de convergence de S est # o, il en est de méme du
rayon de convergence de la série T telle que ST = 1.

23
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1. Séries entiéres 4 une variable

Démonstration. En multipliant S(X) par une constante convenable, on se
rameéne au cas ot ¢, = 1. Posons alors $(X) = 1 — U(X), avec U(0) = o.
La série inverse T(X) s’obtient par substitution de U(X) 4 Y dans la série

Y oy . ’
1 4+ X Y; or cette derniére série a un rayon de convergence égal a 1,
n>o

donc # o; la proposition 6. 1 résulte alors de la proposition 5. 1.

7. DERIVATION D’UNE SERIE ENTIERE CONVERGENTE

PROPOSITION 7. 1. Soit S(X) = D a,X" une série entitre Sormelle, et soit
n20

S'(X) = ) na, X!
n20
la série dérivée (cf. § 1, n° 6). Les séries S et S' ont le méme rayon de convergence.
De plus si ce rayon de convergence p est 5 o, on a, pour |2| << p,

(7. 1) §/(2) = lim S F A =5G)

lorsque h tend vers o par valeurs # o.

Remarque préliminaire. Si |z| < p, on a aussi |2 4+ k| <p pour h assez petit
(A savoir, pour |kl <<p — |z|); donc S(z + k) est défini. D’autre part
dans la relation (7. 1), il est entendu que % tend vers o par valeurs réelles
# o si le corps des coefficients est le corps R, par valeurs complexes # o
si le corps des coefficients est le corps G. Dans le cas du corps R, la rela-
tion (7. 1) exprime que la fonction z — S(z) a une dérivée égale a S'(z);
dans le cas du corps complexe G, la relation (7. 1) montre qu’on a aussi
une notion de dérivée par rapport & la variable complexe z. Dans tous les cas
Pexistence d’une fonction dérivée S'(z) implique évidemment que la fonc-
tion S(z) est continue pour |z| <p, ce qui peut d’ailleurs se montrer
directement.

Démonstration de la proposition 7. 1. Posons |a,| = a,, et appelons ; et g
les rayons de convergence des séries S et S'. Si r <Tp', la série Y narn-

20
converge, donc "z

2 " < r( 2 naz,.r""’) < + oo,

21 n20

et par suite r < g. Inversement, soit r un nombre < p; prenons un r
tel que r <7’ <<p;on a

_ 1 r\"!
noar" ’=r—,(anr’").n<7> ;
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puisque 7’ < p, il existe un M > o (fini) tel que a.r'* <M pour tout n,

d’ou
M r\*—!
’la,.f""’ < -rT n T—I ]

.\ r\~—! e\ .
et comme la série ), n — converge, la série > noarn= converge; donc
n>1 ry n>4

r < p'. Ainsi tout nombre < p’ est < p, et tout nombre <p est < p’; d’oir
p=r¢"

Il reste & prouver la relation (7. 1). Fixons z de maniére que |z| <o,
choisissons un 7 tel que |z| <<r <Cp, et supposons désormais

(7. 2) 0 [k < r— 2.
Alors S(z + k) est défini et on a

2.3) St H—SC_5) = 3l b,

h ">

ou I’on a posé
(2, b) = a (. + A"+ 2+ A2 4 - 22t —nzn L

Puisque |z| et |z + k| sont < 7, on a |u.(z, k)| < 2na,"~!; puisque r < p,

on a 2 na,r"~!' << + o0 ; donc, étant donné ¢ > o, il existe un entier n,
n2>1

tel que

Y onasn—t < ef2.
n>no

Ayant ainsi choisi 7y, la somme finie Y, u.(z, k) est un polynéme en 4, nul

nn
. . 0 N
pour k = o; donc dés que |A| est inférieur & un nombre y convenable, on a

A

Y un(z, h)‘< e/2. Finalement, si 4 satisfait & (7.2) et a |h| <9, on

"$"°

déduit de (7. 3) que
SEAN=5@_s0)|<| S mie b+ 3 e <

< n>n
nQno | > o

Donc la relation (7. 1) est démontrée.

Remarque. On peut montrer que la convergence de Sz + hh — Sk vers

S'(z) a lieu uniformément par rapport a z lorsque |z| < r (r étant un nombre
fixe strictement inférieur au rayon de convergence p).

25
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1. Séries entiéres 4 une variable

8. CALCUL DES COEFFICIENTS D’UNE SERIE ENTIERE.

Soit S(X) une série enti¢re formelle dont le rayon de convergence soit

# 0. Soit S(z) la somme de la série 2 a,z" pour |z| << p. C’est une fonc-
n=0

tion qui admet pour dérivée la fonction S'(z) = D, na.z*~!. A la série S’
n=>0

on peut de nouveau appliquer la proposition (7. 1); donc S'(z) admet

a son tour, pour |z| << p, une fonction dérivée S”(z), somme de la série

entiére D, n(n— 1)a,z"~?, série qui a le méme rayon de convergence p.
nz0
Et ainsi de suite. Par récurrence on voit que S(z) est une fonction indéfi-

niment dérivable pour |z| < p; sa dérivée d’ordre n est
S™(2) = n!ap, + Tu(2),

ou T, est une série d’ordre > 1, autrement dit T,(0) = o. D’ou :
1
(8.1) ap = P1l S™(o).

Cette formule fondamentale montre notamment que si ’on connait la
fonction S(z) dans le voisinage de o (si petit soit-il), les coefficients a,
de la série entiére S sont entitrement déterminés. En conséquence :

Etant donnée une fonction f(z) définie pour |z| assez petit, il existe

au plus une série entiére formelle S(X) = Y, a,X" dont le rayon de convergence

n>0

soit % 0, et telle que L'on ait f(z) = Y, a.2" pour |z| assez petit.
n>0

9. SERIE RECIPROQUE D’UNE SERIE ENTIERE CONVERGENTE

Référons-nous & la proposition 7. 1 du § 1.

PROPOSITION . 1. Soit S une série entiére telle que
S(0) =o0, S'(0) # o,

et soit T la série réciproque, c’est-d-dire la série telle que
T(o) = o, SeT=1L

St le rayon de convergence de S est % o, il en est de méme de celui de T.

Le lecteur pourra admettre sans démonstration cette proposition, puis-
qu’une démonstration (dont le principe ne repose pas sur la théorie des
séries entiéres convergentes) sera donnée plus loin (chap. v, § 5, propo-
sition 6. 1).



§ 2. Séries entiéres convergentes

Voici néanmoins, pour le lecteur curieux, une démonstration directe qui se situe
dans le cadre de la théorie des séries entiéres. Elle fait appel 4 la notion de « série
majorante » (cf. Chap. vm). Reprenons les notations de la démonstration de la
proposition 7. 1 du § 1, et considérons les relations (7. 5) de ce paragraphe, qui
permettent de calculer les coefficients inconnus &, de la série cherchée T(X). A cété
de la série S(X), considérons une série « majorante », c’est-a-dire une série

S(X) =A,X— X AXn

n>2
a coefficients A, > o tels que |a,| < A, pour tout n; nous supposerons de plus que

A, = |a;|. A la série S la proposition 7. 1 du § 1 associe une série

T(Y) = X B,Y»

(>3]

telle que S(T(Y)) = Y; ses coefficients B, sont donnés par les relations

(9' l) Aan_ Pn(A‘z’ eeey Am Bly e Bn'—'l) =0
analogues 4 (7. 5) du § 1. On en déduit, par récurrence sur n :
(9-2) [6n] < B

Il s’ensuit que le rayon de convergence de la série T est au moins égal a celui de
la série T. On va montrer que ce dernier est > 0, ce qui démontrera la propo-
sition g. 1.

Pour cela, nous choisissons la série S comme suit : soit 7 > 0 un nombre stricte-
ment inférieur au rayon de convergence de la série S (par hypothése, ce rayon de

convergence est = 0); le terme général de la série 2 ja.|lr est donc majoré
par un nombre fini M > o, et si ’'on pose n2t

(9- 3) A =|a|, A,=M/r pour n>>2,

on obtient les coefficients d’une série majorante de S; sa somme S(x) est égale a

Sx) = Ax—M I_J-‘Z%’r pour x| <r.

Cherchons une fonction T(y), définie pour les valeurs assez petites de », nulle pour
» = o, et telle que S(T(y)) = y identiquement; T(y) doit étre solution de I’équa-
tion du second degré

(9-4) (Ayr + M/ T2 — (A, +/NT +y = o,

qui admet pour solution (s’annulant pour y = o) :

T() = At olr —V(A)? — 2, yjr—4Myjr* + y%r*
2(Afr + M)

Lorsque | y| est assez petit, le radical est de la forme A, 1 + u, avec || < 1, donc
T(y) admet un développement en série entiére en y, qui converge pour | y| assez
petit. Ainsi le rayon de convergence de cette série est 5% o, ce qu’il fallait démontrer.
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3. Fonction exponentielle et fonction logarithmique

1. FONCTION EXPONENTIELLE

On a déja dit (§ 2, n° 3) que la série formelle Y, L'X" a un rayon de conver-
gence infini. Pour z complexe, on définit ">*""

: I
¢ = 2 ‘“,Z":
nz0M:
somme d’une série absolument convergente. Cette fonction admet une
dérivée

(1. 1) d%(e‘) = ¢*

d’aprés la proposition 7. 1 du § 2. »
D’autre part, en appliquant la proposition 4.2 du § 2 aux deux séries
de terme général

I I
Up = E Z", Up = ;l—!'zl",
on obtient
1 1
Wo= X PP = (74 2)
" apap!(n—p)! ar ¢ )

Par conséquent
(1.2) e+t = ¢ e!

(propriété fonctionnelle fondamentale de la fonction exponentielle). En
particulier

(1. 3) et =1, donc € #£ 0 pour tout Z.
Posons z = x + 1y (x et y réels); on a
Y = ¢m.ei,

et tout revient a étudier les deux fonctions €= et 7, o1 x et y sont des variables
réelles. On a

(1.4) %(f} = ¢, %(w) = ie",

2.  FONCTION EXPONENTIELLE REELLE ¢°

On a vu que ¢® 5 0; mieux : && = (¢%*)2 > o.
De plus le développement ¢ =1 4 x 4 I 4 ... montre que #>1 + x
Pour x > o. 2
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Donc
lim & = + oo;

x> -+ oo

en changeant x en — x on trouve

lim & = o.

&> — 0

Ainsi ¢ est une fonction de la variable réelle x qui croit strictement
de 0 & + . La transformation ¢ = ¢* posséde donc une transformation
réciproque, définie pour ¢ > 0; on la note

x = log ¢.

C’est une fonction strictement croissante qui croit de — «© a4 + . La
relation fonctionnelle de ¢* se traduit par

(2. 1) log (¢t') = log ¢ + logt’,

et en particulier log 1 = o.
D’autre part, le théoréme sur la dérivée d’une fonction réciproque
donne :

(2. 2) %mgn=m.

Remplagons ¢ par 1 4+ u (u>—1); log (1 + u) est la primitive de Y—;—_;

qui s’annule pour # = 0; or on a le développement en série entiére

1

1+ u

dont le rayon de convergence est égal 4 1. D’aprés la proposition 7. 1
du § 2, la série des primitives a méme rayon de convergence et sa somme

— I_u+u2+... +(_I)"—‘u"—’+...

a pour dérivée I——Ii——u ; d’ott, pour |u| <1,

(2. 3) 1%@+@=u—§+~44—w4%+~.

(En réalité ce développement est aussi valable pour u = 1).
Posons pour un instant

(2. 4) sX) =YLx, TW=3 ()X

n
’
azt e n>1 n

et cherchons la série composée U = S o T. D’aprés la proposition 5. 1
du § 2, on a, pour — 1 <<u<<+ 1,

U(u) = S(T(w));
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or T(u) = log (1 + u), S(x) = ¢ — 1, donc
Uw) =8 — 1 = (1 +u)—1=u.

Ceci prouve que la série formelle U n’est autre que I, en vertu de I'unicité
d’un développement d’une fonction en série entiére (cf. § 2, n° 8). Ainsi
les séries S et T sont réciproques 'une de ’autre.

3. FONCTION EXPONENTIELLE IMAGINAIRE ¢ ( » REEL)

Le développement en série de ¢” montre que e—¥ est imaginaire conjugué
de ¢; donc ¢. e est le carré du module de ¢*; mais c’est égal a 1 d’apres
la relation (1. 3). Ainsi

le?| = 1.
On voit que, dans le plan représentatif du corps G, le point &7 est sur le
cercle-unité, lieu des points dont la distance a I’origine o est égale a 1. Les

nombres complexes u tels que |ui = 1 forment un groupe U pour la multi-
plication; et la propriété fonctionnelle

0 +Y) = ¢iv g
exprime ceci : Papplication y — e' est un homomorphisme du groupe additif R dans

le groupe multiplicatif U. On va étudier de plus prés cet homomorphisme.

THEOREME. L’homomorphisme y—eiy appligue R sur U, et son « noyau » (sous-
groupe des y tels que €2 = 1, élément neutre de U) se compose de tous les
multiples entiers d’un certain nombre réel > o. Par définition, ce nombre se note 2x.

Démonstration. Introduisons la partie réelle et la partie imaginaire de ¢7;
on pose, par définition,
¢Y = cosy + tsiny,
ce qui définit deux fonctions réelles cos y et sin y, telles que
cos?y + sin?y = 1.

Ces fonctions sont développables en séries entiéres dont le rayon de conver-
gence est infini :

( )yzn_'_

0 —_ _,L 2 4 ..
cosy =1 ¥+ (2n)'

(3-1) (— 1)
1 —_ oy — [ o S
siny =y 3|_y+ (2n+1)'2 +
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On va étudier le sens de variation de ces fonctions. Observons que, en
séparant le réel de I'imaginaire dans la deuxiéme relation {1. 4), on obtient

4 (cosy) = —siny 4 (sin y) = cos y
dy ’ dy ’

Pour y = o, cos y est égal & 1; puisque cos y est une fonction continue, il
existe un y, > o tel que cos y > o pour 0 < y < y,. Donc sin », qui a pour
dérivée cos y, est strictement croissant dans l’intervalle [0, ,]. Posons
sin y, = a>o0. On va montrer que cos » s’annule pour une certaine
valeur > o de y. En effet, supposons que cos y > o pour y, <y < J;;
ona

X1
(3. 2) COS ¥, — COS J = —-/ sin y dy.
%

Or sin y > a4, puisque sin y est croissant dans I'intervalle [ y,, 3,] ot sa déri-
vée est > o0; donc

‘/: sin ydy > a(y; — y,).

Portons ceci dans (3. 2) et observons que cos », > 0; on trouve
1
Y17 Do N 7 COS o

Ceci prouve que cos y s’annule dans I'intervalle [ Yo Yo+ % cos y,,]- Appe-
lons 12‘— la plus petite valeur > o de y pour laquelle cos y = o (ceci est une
définition du nombre =). Dans I'intervalle [o, %], cos ydécroit strictement de
I 4 0, et sin y croit strictement de o & 1; donc ’application y — ¢ applique
bijectivement I'intervalle compact [o, %] sur ’ensemble des points (u, v)

du cercle-unité dont ’abscisse u et I’ordonnée » sont > 0. En vertu d’un
théor¢me de topologie concernant une application continue et bijective
d’un espace compact, on obtient le :

LeMME. L’application y — eV est un homéomorphisme de [0, :—] sur la partie du

cercle-unité u® + v® = 1 située dans le quart de plan u > o, v > o.

o L i(r=Z2 . oy .
Pour l;— Ly monace= zel( 2), d’olt 'on déduit facilement que

¢iy prend une fois et une seule toute valeur complexe de module 1 dont
Pabscisse est < o et ’ordonnée > o. N
Conclusions analogues pour les intervalles [‘n:, 35] et [?’?, 21:]. Ainsi, pour
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o0 < y<<a2m, e prend une fois et une seule toute valeur complexe de
module 1, tandis que ¢*™= 1. Ainsi la fonction ei¥ est périodique de
période 2w, et I’application y — ¢¥ applique R sur U. Le théoréme est
démontré.

4. MESURE DES ANGLES. ARGUMENT D’'UN NOMBRE COMPLEXE

Notons 2xZ le sous-groupe du groupe additif R formé des multiples entiers
du nombre 2x. Par passage au quotient I’application y — ¢ induit un iso-
morphisme o du groupe quotient R/2xZ sur le groupe U. L’isomorphisme réci-
proque ¢—' de U sur R/2xZ associe a4 tout nombre complexe u tel que
|#| = 1 un nombre réel défini a I’addition prés d’un multiple entier de
2r; on l’appelle ’argument de u et on le note arg u. Par abus de notation,
on note aussi arg « I’un quelconque des nombres réels dont la classe modulo
2n est argument de u; la fonction arg u est alors un exemple de « fonc-
tion multiforme », c’est-a-dire susceptible de plusieurs valeurs pour une
valeur donnée de la variable u. Cette fonction résout le probléme de la
« mesure des angles » (en identifiant chaque angle au point de U qui lui
correspond) : la « mesure d’un angle » est un nombre réel qui n’est défini
que modulo 2x.

Sur le groupe quotient R/2nZ, mettons la topologie quotient de la topo-
logie usuelle de la droite numérique R : soit p I’application canonique de R
sur son quotient R/2xZ; un sous-ensemble A de R/2nZ sera dit ouvert
si son image réciproque p—!(A), qui est un ensemble de points de R inva-
riant par la translation 2m, est ensemble ouvert de R. Il est immédiat
que Despace topologique R/2nZ est séparé (autrement dit, deux points
distincts possédent deux voisinages ouverts disjoints). De plus, il est
compact; en effet soit I 'intervalle fermé [o, 2x]; l’application naturelle
I — R/2xZ- applique I’espace compact I sur I’espace séparé R/2xnZ, qui est
donc compact d’aprés un théoréme classique de topologie. L’homomor-
phisme ¢ : R/27Z —U est continu. C’est une application bijective de I’espace
compact R/2nZ sur ’espace séparé U; donc ¢ est un homéomorphisme de R [2xZ
sur U.

Définition générale de I’argument : pour tout nombre complexe ¢ o, défi-
nissons ’argument de ¢ par la formule

arg t = arg (¢/|¢]).

Le second membre est déja défini puisque ¢/|¢| €U. (On observera que
I’argument de o n’est pas défini.) Comme plus haut, arg? n’est défini
qu’a P’addition prés d’un multiple entier de 2x. On a ainsi

(4' I) . t = |tl&i:lrgt
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Application. Soit & résoudre I’équation t* =a (oi a # o est donné). Elle
équivaut a

|t| = |aftin, arg t = nLarg a.

Elle posséde 7 solutions complexes ¢, car on trouve pour arg ¢ un nombre

réel défini A I’addition prés d’un multiple entier de 27“

5. LOGARITHME COMPLEXE

Etant donné un nombre complexe t, cherchons tous les nombres complexes
z tels que ¢ = ¢. Il n’en existe que si ¢ # 0. Dans ce cas, la relation (4. 1)
montre que les z cherchés sont les nombres complexes de la forme

(5. 1) log |t| + i arg ¢.
On pose, par définition,
(5. 2) log t = log |t| + ¢ arg ¢.

C’est un nombre complexe défini a I’addition prés d’un multiple entier
de 2mi. D’apreés cette définition, on a ¢!°%¢=¢t. Lorsque ¢ est réel et > o,
on retrouve la fonction classique log ¢, si on se borne & prendre pour arg ¢
la valeur o.

Quels que soient ¢ et ¢t' complexes # o, et quelle que soient les valeurs
choisies pour log ¢, log ¢’ et log (¢t'), on a

(5-3) log (tt') =log ¢t + logt' (mod. 2xi).

Déterminations du logarithme. Jusqu’ici on n’a pas défini log ¢ comme une
vraie fonction.

Définition. On dit qu’une fonction continue f(t) de la variable complexe ¢,
définie dans un ouvert connexe D du plan G, ne contenant pas le point
t = o, est une détermination de log ¢ si, pour tout ¢t €D, on a /=t (autre-
ment dit, si f(¢) est I’'une des valeurs possibles de log ¢).

On verra plus loin (chapitre 11, § 1, n® 7) a quelle condition doit satis-
faire ’ouvert D pour qu’il existe dans D une détermination de log ¢. Dés
maintenant, on va voir comment on peut obtenir toutes les déterminations
de log ¢ s’il en existe une.

PROPOSITION §. 1. S’ existe une détermination f(t) de log t dans I’ouvert connexe

D, toute autre détermination est de la forme f(t) + 2k=i (k entier) ; réciproquement,
Sf(t) + 2kni est une détermination de logt pour tout entier k.
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Supposons en effet que f(¢) et g(¢) soient deux déterminations de logt.
La différence

h(t) =ﬁﬂg:ﬂi£ﬁ2

est une fonction continue dans D et ne prend que des valeurs entiéres;
puisque D a été supposé connexe, une telle fonction est nécessairement
constante. En effet, ’ensemble des points ¢ €D tels que A(¢) soit égal & un
entier donné n, est ouvert et fermé. Donc cet ensemble est vide ou égal a
D. La constante est forcément un entier. Que f(¢) + 2k=i soit une détermi-
nation de log ¢ pour tout entier £ est évident.

On définirait de méme ce qu’il faut entendre par une détermination
de arg ¢ dans un ouvert connexe D ne contenant pas Iorigine. D’ailleurs
toute détermination de arg ¢ définit une détermination,de log ¢, et vice-
versa.

Exemple. Prenons pour D le demi-plan ouvert Re (¢) > o (rappelons qu’on
note Re (¢) la partie réelle de t). Pour tout ¢ dans ce demi-plan, il y a
une valeur et une seule de arg? qui soit > —% et << %; notons-la Arg ¢.

On va montrer que Arg ¢ est une fonction continue, et que par suite
log |t| + i Arg¢

est une détermination de log ¢ dans le demi-plan Re (¢) > 0. On P’appellera
la détermination principale de log ¢.

Puisque Arg ¢ = Arg (¢/|t]) et que I’application ¢ — ¢/|¢| est une appli-
cation continue du demi-plan Re (¢) > o sur ’ensemble des u tels que
|u] = 1 et Re(u) > o, il suffit de montrer que lapplication y = Argu
est continue. Or c’est ’application réciproque de u = ¢! y parcourant

Pintervalle ouvert ]——:— + Z| ; la fonction u = ¢i est une application
continue bijective de I’intervalle compact [— —:—. + %] sur Pensemble

des u tels que |u] = 1 et Re (#) > 0; c’est donc un homéomorphisme, et
P’application réciproque est bien continue.

C.Q.F.D.

6. DEVELOPPEMENT EN SERIE DU LOGARITHME COMPLEXE

PROPOSITION 6. 1. La somme de la série entiére

T@) = Y (— :)n—lin",

n>1

qui converge pour |u| < 1, est égale & la détermination principale de log (1 4 u).
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Observons d’abord que si |u| << 1, ¢ = 1 + u reste dans un disque ouvert
contenu dans le demi-plan Re(¢) > o. Reprenons alors les notations de la
relation (2. 4), et rappelons que les séries S et T sont réciproques I'une de
Pautre; la proposition 5.1 du § 2 montre que 'on a S(T(#)) = u pour
tout nombre complexe # tel que |u| << 1. Autrement dit, ™ =1 4 u;
et par suite T(u) est une détermination de log (1 + #). Pour montrer que
c’est la détermination principale, il suffit de vérifier qu’elle prend la méme
valeur que la détermination principale pour une valeur particulié¢re de u,
par exemple qu’elle est nulle pour # = o. Or c’est évident sur le dévelop-
pement en série de T(u).

ProPoSITION 6. 2. % f(t) est une débermination de logt dans un ouvert connexe D,
la fonction f(t) admet une dérivée f'(t) par rapport & la variable complexe t, et on a

F1(t) = 1/t.

En effet pour & complexe o et assez petit, on a

S+ /l)h—f(t) S+ h—=f@),

eSU+—efy 2

. . .. e — €,
lorsque % tend vers o, ceci tend vers 'inverse de.la limite de z'—;

pour Z' tendant vers 2 = f(t); la limite cherchée est donc I'mnverse de la
valeur de la dérivée de ez pour z = f(t); elle est donc égale & e~/ = 1/t.

Remarque. A titre de vérification, la dérivée de la série entitre T(u) est
1

bien égale a ——

Définition. Pout tout ceuple de nombres complexes ¢ % o et a, on pose
te = exlogl,

a« étant fixé, c’est une fonction multiforme de ¢. On définit comme ci-dessus
ce qu'on entend par une détermination de ¢%, dans un ouvert connexe D.
Toute détermination de log ¢ dans D définit une détermination de ¢* dans D.

Révision. Ici le lecteur est prié de revoir, le cas échéant, les développements
en série des fonctions usuelles : arc tg x, arc sin x, etc. D’autre part,
pour tout exposant complexe a, on considére, pour ¥ complexe tel que

x| <1,
(1 4 x)* = ez log A1+

ou log (1 + x) désigne la détermination principale (la fonction (1 + x)*
prend donc la valeur 1 pour x = 0); étudier le développement de cette
fonction en série entiére. :
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4. Fonctions analytiques d’une variakle réelle ou complexe

1. DEFINITIONS

Définition 1. 1. On dit qu’une fonction f{x), définie au voisinage de x, est
développable en série entidre au point x, s’il existe une série entiere formelle
S(X) = Y a,.X" dont le rayon de convergence soit # 0 et qui satisfasse a4

n>0
f(x) = X au(x —x)"  pour |x — x| assez petit.
n=0

Cette définition s’applique aussi bien dans le cas ol x est une variable
réelle que dans le cas d’une variable complexe. La série S(X), si elle existe,
est unique d’apres le n° 8 du § 2.

Si f(x) est développable en série entiére au point x,, la fonction f est indé-

finiment dérivable dans un voisinage de x,, puisqu’il en est ainsi de la
la somme d’une série entiere. Si le produit fg de deux fonctions f et g
développables en série enti¢re au point x, est identiquement nul dans un
voisinage de x,, alors I’'une au moins des fonctions f et g est identiquement
nulle au voisinage de x,; en effet cela résulte du fait que I’anneau des séries
formelles est un anneau d’intégrité (§ 1, proposition 3. 1). Si f est dévelop-
pable en série entiére au point x,, il existe une fonction g, développable
en série entiere au point x, et ayant une dérivée g’ = f dans un voisinage
de xy; une telle fonction g est unique a ’addition prés d’une constante;
il suffit, pour le voir, de considérer la série des primitives des termes du
développement en série enti¢re de la fonction f.
Nous considérerons désormais un ensemble ouvert D de la droite réelle R
ou du plan complexe C. Si D est un ouvert de R, D est une réunion d’in-
tervalles ouverts, et si de plus D est connexe, D est un intervalle ouvert.
Désignons par x une variable réelle ou complexe, qui varie dans ’ensemble
ouvert D.

Définition 1. 2. Une fonction f(x) a valeurs réelles ou complexes, définie
dans ’ouvert D, est dite analytique dans D si, pour tout point x, € D, la fonc-
tion f(x) est développable en série entiére au point x,. Autrement dit, il doit

exister un nombre p(xy) > 0 et une série entiere formelle S(X) = ¥ e.Xn,
de rayon de convergence > p(x,), telle que "0

F6) = Salx—m)yt pour  x— 1l < ola).

">

Les propriétés suivantes sont évidentes : toute fonction analytique dans
D est indéfiniment dérivable dans D, et ses dérivées successives sont ana-
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lytiques dans D. La somme, le produit de deux fonctions analytiques dans
D, est analytique dans D; autrement dit, les fonctions analytiques dans D
forment un anneau, et méme une algebre. Il résulte de la proposition 6. 1

du § 2 que si f(x) est analytique dans D, — st analytique dans I’ouvert

D privé des points x, tels que f(x,) = o. f#

Enfin, il résulte de la proposition 5. 1 du § 2 que si f est analytique dans
D et prend ses valeurs dans D’, et si g est analytique dans D’, alors la fonc-
tion composée g o f est analytique dans D.

Soit f une fonction analytique dans D, supposé connexe; si f possede
une primitive g, c’est-a-dire s’il existe dans D une fonction g dontla dérivée
g’ est égale 4 f, alors cette fonction primitive est unique a I’addition prés
d’une constante, et c’est une fonction analytique.

Exemples de fonctions analytiques. Les polyndémes en x sont des fonctions ana-
lytiques sur toute la droite réelle (resp. dans le plan complexe); une fonc-
tion rationnelle P(x)/Q(x) est analytique dans le complémentaire de
I’ensemble des points x, tels que Q(x,) =o. Il va résulter de la proposi-
tion 2. 1 que la fonction ¢* est analytique. La fonction arc tg x est analy-

tique pour tout x réel, puisque sa dérivée -

P est analytique.

2. CRITERES D’ANALYTICITE

ProPOSITION 2. 1. Soit 8(X) = Y a.X" une série entitre dont le rayon de conver-
gence p est % o. Soif "0

S(x) = X aa

n20

sa somme pour |x| < p. Alors S(x) est une fonction analytique dans le disque |x| < p.

Ce résultat n’est nullement évident. Il sera une conséquence immédiate
du 4uivant, plus précis :

PROPOSITION 2. 2. Sous les hypothéses de la proposition 2. 1, soit %y tel que |xg|<p.
Alors la série entiére

(2. 1) 2 S S0(xp) X

n20 n

a un rayon de convergence > p — |xo|, et Uon a

(2.2) S(x) = 5 T8®(x) (r—x)"  pour |5 — x| <p—lxl-
=07t

nz
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Démonstration de la proposition 2. 2. Posons ry = |xg|, an = |@.|. On a

SP(x) = 3 "’—“L—fﬂam(xo)v.

q20

SO | < D (£ + 9)'%”(,0),,‘

420

Pour r, < r<<p, on a
2

(2:3) 3 Jis)le —rgr< 3 EED o ryitr—rge
!
< n;o an(o(;(,;p' (nn ' (r-—-fo)P(fo)"_P>
< Z ot < + 0.
n=0

Donc le rayon de convergence de la série (2. 1) est >r—r,, Comme r
peut étre choisi arbitrairement voisin de p, ce rayon de convergence est
=>p— "1 '

Soit maintenant x tel que |x — x| << p —7,. La série double

v (p+ 9)!
E‘q plq!

p4q(%9) (¥ — X)?

converge absolument, d’aprés (2. 3). Pour calculer sa somme on peut donc
grouper les termes d’une maniére arbitraire. Nous allons calculer cette
somme de deux facons différentes. Un premier groupement de termes

donne :

2a

n>0 (o<p<n '(ﬂ

i xo)"(xo)"-") = 3 o = S(9;

un autre groupement donne :
v (¥ — "o)p< e+ 9! (x — xo)ps(p)
péo P! q§0 q! %) ) 2 ! (+o)

En comparant, on obtient (2. 2), et ceci achéve la démonstration.

Remarque 1. 11 se peut que le rayon de convergence de la série (2. 1) soit
strictement plus grand que p — |x,|. Prenons par exemple la série

S(X) = §o (EX)".

Ona S(x) = 1 pour |x| < 1. Prenons pour x, un nombre réel. On a
1 —ix
I I X — X, )—l _ i" .
= —(1—i—=2) = A (%)™
1—ix I— zxo< I — ix, ,,éo(l — ,xo)n+1( o)
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Cette série converge pour |x — xo| <Y1 + (%), et V1 + (x,)2 est stric-
tement plus grand que 1 — |x,|.
Remarque 2. Posons
A@r) = Xlair pour r<<op.
n=0
D’apres I’inégalité (2. 3) on a

A(r)
< (r—10)*

(2. 4)

ﬁ S®(x)

pour [l < g <<r<<e.

Remargue 3. Si x est une variable complexe on verra au chapitre 11 que toute
fonction admettant une dérivée est analytique, et par conséquent indéfi-
niment dérivable. La situation est toute différente dans le cas d’une variable
réelle : il existe des fonctions ayant une dérivée premiére et n’ayant pas de
dérivée seconde (il suffit de prendre une primitive d’une fonction continue
qui n’admet pas de dérivée). De plus il existe des fonctions indéfiniment
dérivables qui ne sont pas analytiques; en voici un exemple simple : la
fonction f(x) égale & zéro pour x = 0 et & ¢~'/** pour x # 0 est indéfiniment
dérivable pour tout x; elle s’annule ainsi que toutes ses dérivées pour x = 0;
si elle était analytique elle serait identiquement nulle au voisinage de
x = 0, ce qui n’est pas le cas.

THEOREME. Pour qu’une fonction f(x) d’une variable réelle x, indéfiniment dérivable
dans un intervalle ouvert D, soit analytique dans D, il faut et il suffit que tout point
xg€ D posséde un voisinage V possédant la propriété suivante: il existe deux nombres
M et t, finis et > o, tels que

(2. 5) if(‘”(x)!< M. pour tout xe V et tout entier p > o.

Démonstration abrégée. On montre que la condition est nécessaire en utili-
sant I’inégalité (2. 4). On montre qu’elle est suffisante en écrivant le dévelop-
pement limité de Taylor de la fonction f(x) et en majorant le reste de
Lagrange grace a (2. 5).

3. PRINCIPE DU PROLONGEMENT ANALYTIQUE

THuEOREME. Soit f une fonction analytique dans un ouvert connexe D, et soit x, & D.
Les conditions suivantes sont équivalentes:

a) f™(x,) = o pour tout entier n > 0;

b) f est identiquement nulle dans un voisinage de x,;

c) f est identiquement nulle dans D.
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1. Séries entiéres & une variable

Démonstration. 11 est évident que c) entraine a). On va montrer que a)
entraine b) et que b) entraine c). Supposons remplie la condition a).
On a donc f™(x)) = o pour tout n > 0, en convenant que f = f. Au
voisinage de x,, f(x) est développable en série entiére suivant les puis-

. 1
sances de ¥ — x,, et les coefficients ] f™(x,) sont nuls; donc f(x) est

identiquement nulle dans un voisinage de x,, ce qui démontre (b).
Supposons remplie la condition (). Pour montrer que f est nulle en tous
les points de D, il suffit de montrer que ’ensemble D’ des points xe D au
voisinage desquels f est identiquement nulle est a la fois ouvert et fermé (D’
n’est pas vide en vertu de (), donc, puisque D est connexe, D’ sera égal
a D). Que D’ soit ouvert résulte de sa définition. Il reste & prouver que
si x,e€D est adhérent & D', alors xye D! Or pour chaque n> o0, on a
Sf™(x) = o en des points arbitrairement voisins de x, (4 savoir les points
de D'); donc, en vertu de la continuité de f®, on a f™(x,) = o; ceci ayant
lieu pour tout n > 0, on vient de voir que f(x) est identiquement nulle
au voisinage de x,. Ainsi xyeD’, ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE 1. L’anneau des fonctions analytiques dans un ouvert connexe D est un
anneau d’intégrité.

En effet, si le produit fg de deux fonctions analytiques dans D est iden-
tiquement nul, et si x,€D, 'une des fonctions f et g est identiquement
nulle au voisinage de x, puisque I’anneau des séries entiéres formelles
est un anneau d’intégrité. Mais si f est identiquement nulle au voisinage
de xp, f est nulle dans D tout entier, d’aprés le théoréme précédent.

CoroLLAIRE 2. (Principe du prolongement analytique.) St deux fonctions ana-
Iytiques f et g dans un ouvert connexe D coincident au voisinage d’un point de D, elles
sont identiques dans D.

Le probléme du prolongement analytique consiste en ceci : étant donnée une
fonction analytique % dans un ouvert connexe D’, et étant donné un ouvert
connexe D contenant D', on se demande s’il existe une fonction f analytique
dans D et qui prolonge 4. D’apres le corollaire 2, si une telle fonction f
existe, elle est unique.

4. ZEROS D'UNE FONCTION ANALYTIQUE

Soit f(x) une fonction analytique dans un voisinage de x,, et soit

) = I anx — x)"

n=0
son développement en série entiére pour [x — xo| assez petit. Supposons
f(x,) = o, et supposons que f(x) ne soit pas identiquement nulle au voisinage
de x,.



§ 4. Fonctions analytiques d’une variable réelle ou complexe

Soit £ le plus petit entier tel que a; 5 o. La série

Y an(x — xg) "=k
nzk
converge pour |x — x,| assez- petit, et sa somme g(x) est une fonction ana-
lytique au voisinage de x, et telle que g(x,) 5 o. Ainsi, pour x voisin de
%, 0n a

(4-1) Fx) = (x —x)a(x),  &(x) #o.

L’entier £ > o ainsi défini s’appelle lordre de multiplicité du zéro x, pour
la fonction f. Il est caractérisé par la relation (4. 1), ol g(x) est analy-
tique au voisinage de x,. L’ordre de multiplicité £ est aussi caractérisé par
la condition :

S™(x) =0 pour oL n<<k,  f®(x)#o.

Si k = 1, on dit que x, est un zéro simple. Si k > 2, on dit que x, est un
zéro multiple.
La relation (4. 1) et la continuité de g(x) entrainent

fx) #o  pour o <|r— x| <e (¢ > o assez petit).

Autrement dit, le point x, posséde un voisinage dans lequel il est 'unique
zéro de la fonction f(x).

PROPOSITION 4. 1. Si f est une fonction analytique dans un ouvert connexe D et si f
n'est pas identiquement nulle, ensemble des zéros de f est un ensemble discret (autre-
ment dit, tous les points de cet ensemble sont isolés).

En effet, d’aprés le corollaire 2 du n° 3, f n’est identiquement nulle
au voisinage d’aucun point de D, et on peut appliquer ce qui précéde
a chaque zéro de f.

En particulier, tout sous-ensemble compact de D ne contient qu'un nombre
fini de zéros de la fonction f.

5. FONCTIONS MEROMORPHES

Soient f et g deux fonctions analytiques dans l'ouvert connexe D, et
supposons que g ne soit pas identiquement nulle. La fonction f(x)/g(x)
est définie et analytique au voisinage de tout point x, tel que g(x,) # o,
c’est-3-dire en tout point de D sauf peut-étre en des points isolés.
Examinons le comportement de f(x)/g(x) au voisinage d’un point x, qui
annule g(x); si f n’est pas identiquement nulle, on a

F) = A, g) = (r— x)¥ a0,
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1. Séries entiéres & une variable

ol k et k' sont entiers, k£ >> 0, k' > o, f; et g, sont analytiques au voisinage
de xo, f1(%o) # 0, g,(%,) # 0; donc, pour x # x, et voisin de x,,

f() _ (% — xg) k=¥ hx),
&) ° &1(%)

La fonction k;(x) = fi(x)/g,(x) est analytique au voisinage de x, et I’'on a
hy(x) #~ 0. Deux cas sont alors possibles :

1° on a k£ > k'; alors la fonction
(x — x)* ~*'hy(x)

est analytique au voisinage de x, et coincide avec f(x)/g(x) pour x 7= x,.
Ainsi prolongée au point x,, la fonction f]g est analytique au voisinage de
%y; elle admet xy pour zéro si k > £'.

20 On a k < k'. Alors

L&) L hx),  hy(x) #o.

g(x)  (x—x)¥—*

On dit dans ce cas que x, est un péle pour la fonction fJg; 'entier £’ — &
s’appelle lordre de multiplicité de ce péle. Lorsque x tend vers x,, |ﬂ5):
) |
tend vers 4 . On peut convenir de prolonger la fonction fJg en lui don-
nant la valeur « infini » au point x,. On reviendra plus tard sur P’intro-
duction de cet unique nombre infini noté 0.

Si f(x) est analytique et admet %, pour zéro d’ordre k£ > o, il est clair que

1/f(x) admet x, pour pole d’ordre k.

Définition. On appelle fonction m¢romorphe dans un ouvert connexe D une
fonction f(x) définie et analytique dans un ouvert D’ obtenu en enlevant
de D un ensemble de points isolés, dont chacun est un péle pour f(x).

Au voisinage de chaque point de D (sans exception), fpeut donc se mettre
sous la forme du quotient de deux fonctions analytiques %(x)/g(x), le
dénominateur n’étant pas identiquement nul. On définit d’une maniére
évidente la somme et le produit de deux fonctions méromorphes : les
fonctions méromorphes dans D forment un anneau, et méme une algébre.
En fait elles forment un corps, car si f(x) n’est pas identiquement nulle
dans D, elle n’est identiquement nulle au voisinage d’aucun point de D,
d’apres le théoréme du n° 3; donc 1/f(x) est analytique ou posséde un
pole en chaque point de D, et par suite 1/f(x) est méromorphe dans D.

PROPOSITION 5. 1. La dérivée f' d’une fonction f méromorphe dans D est une fonc-
tion méromorphe dans D les fonctions f et f' ont les mémes péles; si x, est un pile
d’ordre k de f, Sest un péle d’ordre k + 1 de f'.



Exercices

En effet, f' est définie et analytique en tout point de D qui n’est pas un
pole de f. Il reste & montrer que si x, est un pole de f; x, est aussi un péle
de f'. Or on a, pour x voisin de x,,

1
f(x) - (x ——xo)"g(x)’
g(x) étant analytique, avec g(x,) 7 0, k> 0. On a donc, pour x 5 x,,

Sy = (x_-——lx.,)_"*_‘[(x — %0)g'(x) — kg(x)] = (x———;o)":gl(x)’

et comme g,(x,) # 0, X, est bien un pole de f', d’ordre k + 1.

Exercices

1. Soient K un corps commutatif, X une indéterminée, et E = K[[X]]
I’algebre des séries entitres formelles a coefficients dans K. Pour S, T dans
E, posons

o si S=T,
A8 T) =, s ST, et oS—T) =~
a) Montrer que d définit une distance dans I’ensemble E.

b) Montrer que les applications : (S, T) - S + T, (S, T) — ST définies
dans E X E, A valeurs dans E, sont continues par rapport a la topologie
définie par la métrique d.

c¢) Montrer que Ialgtbre K[X] des polynémes, comme sous-ensemble de
E, est partout dense dans E.

d) Montrer que ’espace métrique E est complet. (Si (S., est une suite
de Cauchy dans E, remarquer que, pour tout entier m > o, les m premiers
termes de S, ne dépendent pas de n, pour n assez grand.)

e) L’application S — S’ (la dérivée de S) est-elle continue?

2. Soient p, ¢ des entiers > 1. Soit la série entitre formelle

SyX) =1+ X+X4 - X0y
et posons
8p(X) = (84(X))*-

a) Montrer, par récurrence sur n, la relation

(1) 1 _|_1,+ﬁ!’_2'|'-_1) + .. +1’(1’+ I)mn('P‘*‘n—ﬂ — (P+I)~--(P+”)'

n!
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1. Séries entiéres 4 une variahle

et en déduire (par récurrence sur p) le développement
(2) S,(X) = X (ﬁ +n— I) X,
n2>0 n
k!
R\(k—h)V
b) En utilisant S,(X).S,(X) = S,;4(X), montrer la relation

3) ) (”*f“)(H"—l——I)=<p+q+n—,>

ogign n—I n

3\

ol <:> désigne le coefficient binomial

[qui généralise (1), cas ol ¢ = 1].
3. Expliciter les polynémes P, dans la démonstration de la proposition

7.1, § 1, pour n < 5, et calculer les termes de degré < 5 de la série formelle
réciproque de

S(X) =X—1xr 4 Lxsgp .. — p___xzp+1
(X) 3 +5 +o 4+ (1) PySi +

4. Déterminer les rayons de convergence des séries suivantes:

a) 2 ¢z (lg1<1),
n=0
b) 2 nPz* (p entier > o),
n=0
c) Y a.z, avec Agpyy = a¥ty ay, = b** pour n>o,
n20

a, b réels et 0 <<a, b<<1.

5. Soient deux séries entitres formelles :

S(X) = Y aX, et TX)= 2 b, X", (b~ 0)

et posons

UX) = g‘.o(a,)PXn, V(X) = goa,.b,.X", W(X) =n§°(a,./b,.)X"

(p entier). Montrer les relations suivantes:
e(U) = (2(8))%,  p(V) >(S)-p(T)s
et si (T) 5 o,
p(W) < ¢(S)/p(T).



Exercices

6. Soient a, b et ¢ dans G, ¢ n’étant pas un entier < 0. Quel est le rayon de
convergence de la série

—1+ %y alat1).b(b+ 1)
S(X) =1+ %X + 2!c(ﬁr) X2 4 .
+a(a+x)...(a+n—l).b(b+l)...(b—l—n—l)Xn
nle(c+1)...(c+n—1)

Montrer que sa somme S(z), pour |z| << p(S), satisfait & 1’équation diffé-
rentielle suivante

2(1—2)8" 4+ (c—(a+ b+ 1)z)S' — abS = o.

7. Soit S(X) = Y a,X" une série entiére formelle telle que o(S) =1.
Posons n>0

I

n—+1

S =g+ + @y ty=—— (59 + 9, + - +5) pour n3>0,

et
UX) = XX, V(X)) =X

n=0

Montrer que: (i) p(U) = p(V) =1, et que : (ii) pour tout |2| <1,

—— ( ) anzn) = Y suen

I —2Z\nxo n20

8. Soit §(X) = 2 a,X" une série entiére formelle, dont les coefficients sont
n=0
définis par les relations de récurrence suivantes :
4y =0,0a, =1, @y = 2a,_1 + Ba,—, pour n > 2,

ou «, § sont deux nombres réels donnés.

a) Montrer que I’on a, pour n > 1,]a.| < (2¢)" %, olt ¢ = max (jal, {8, 1/2
et en déduire que le rayon de convergence p(S) 5 o.

b) Montrer que l’'on a:
(1 — az — Bz%)S(z) = 2, pour !z| << o(S),

et en déduire que, pour |z| <<p(S), on a

(1) 8@ =T

c) Soient z;, 2, les deux racines de X2 + aX — 1 = 0. En atilisant la
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décomposition en éléments simples du second membre de (1), trouver
une expression de a, a 'aide de 2, et z,, et en déduire que

p(8) = Min (|24, |24])-
(Remarquer que, si S(X) = $,(X).S,(X), on a:p(S)>Min(p(Sy), p(Se)).)

9. Montrer que, si x, y sont réels, n entier >0, x % 2k= (k entier),on a

> cos (px + ) =cos<%x +_y>sinn_:lx/sin—;i,
0<pLn

Y sin (px + ) =sin (lx +y> sinn—+—l-x/sin .
0Lpgn 2 2 2

(Utiliser cos (px + p) + isin (px + ) = ekrs+ D = ¢i7(¢=)P.)

10. Montrer les inégalités suivantes, pour tout zeG:

e — 1] < el*l — 1 < |zlelsl.

11. Montrer qu’on peut écrire, pour tout entier n > 1, et tout z complexe

(1+2) =142+ 3 (=) (=555

2L<pgn

et en déduire que, pour tout z complexe, on a

¢ = lim (1 -+ —i—)n

n>»®
12. Montrer que la fonction d’une variable complexe z définie par

e,', + e._.i; . ei: J— c—iz
CoOsZ = —— (resp.sing = ————
2 21

est le prolongement analytique, dans tout le plan G, de la fonction
cos x (resp. sin x), définie au § 3, n° 3. Montrer que I'on a, quels que
soient z, 7' €,

cos (z + 2') = cos z cos ' — sin 2 sin 2/,
sin (z 4 2') = sin z cos ¢’ + cos zsin Z';

cos?z +sin?2z = 1.
13. Montrer que l'on a

2 .
ZxLsiny < x pour x réel, o< x < w2
T
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14. Soit z = x + iy, x, y réels. (i) Montrer que l’on a

|sin (x 4 y)|2 = sin? x -+ sh?y,
|cos (x + 2¥)|2 = cos? x + sh2y;

(ii) déterminer les zéros des fonctions sin az, cosaz (ol a est un nombre

réel # 0);

(iii) montrer que, si — = <C a < =, et si n est entier positif, on a

sin az| _ ch ay _ I
sin -xz!<ch my pour g=n+ 2 T
et
isin az| cha<n+%) 1
2
(N. B. Par définition, ch z = cos (iz), shz = — isin (iz).)

15. Soit I un intervalle de la droite réelle R. Montrer que, si f(x) est une
fonction (d’une variable réelle, et a valeurs complexes) analytique dans I,
on peut la prolonger en une fonction analytique dans un ouvert connexe
D du plan complexe, contenant I.

16. (i) Soient («,), (B,) deux suites de nombres ayant les propriétés sui-

vantes :
a) il existe une constante M > o telle que

lay 4+ ag + -+ 4+ a| < M pour tout n>1,

x
b) les 8, sont réels > o et 8, > B, > --- > . > ---. Montrer que I'on a,
pour tout n > 1,

layBy + agBe + - + B < MB,.
(Introduire s, = a; + - - + a,, et écrire

28 + o 4 aaBa = (B — B2)sy + -+ (Ba—1— Ba)Sn_1 + Basa:)

(ii) Soit S(X) = Y, a,X" une série entiére formelle  coefficients complexes,

nz0
telle que ¢(S) = 1, et que Y. a, soit convergente. Utiliser (i) pour montrer
">
que la série Y, a,x" converge uniformément dans l'intervalle fermé [o, 1]

n>0
de R, et en conclure que

lim 2 a,x" = Z Q.

z>1 pn>9 nzo
o<z<1 ~ z
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(iii) Soit maintenant S(X) = Y, X*/n2, et soit D I'intersection du disque
n>
ouvert Jz| << 1 et du disque ouvert |z — 1|<C 1. Montrer qu’il existe une

constante a telle que l'on ait
S(z) + S(1 —z) =a—logzlog(1 —z) pour zeD,

ou log désigne la détermination principale du logarithme complexe dans
le demi-plan Re(z) > o (qui contient D).
(Remarquer que, si zeD, on a log(r — z) = — T(z), avec

T(X) = X.5'(X),

en vertu de la proposition 6. 1 du § 3, et que, d’aprés la proposition 6. 2 du
§3,ona

d—dz(Inglog(r —2)) _log(1—2) logz

D).
Z Pa— pour ze )

Utiliser ensuite (ii) pour montrer que l’on a
P q

a= ) 1/n?,
n2>A
a- {log2)?= §1 1/n22""L,
nz

(Cf. Chapitre v, § 2, 2, application de la proposition 2. 1).



CHAPITRE 1I

Fonctions holomorphes, intégrale de Cauchy

1. Intégrales curvilignes

1. GENERALITES

Rappelons quelques notions élémentaires relatives aux intégrales curvi-
lignes dans le plan R2.

On notera x et y les fonctions coordonnées dans R2.

On appelle chemin différentiable une application

(r. 1) t—>y(t)

du segment [a, 5] dans le plan RZ, telle que les coordonnées x(¢) et y(¢) du
point y(¢) soient des fonctions continiment différentiables. On supposera
toujours a << b. L’origine de y est le point y(a), Dextrémité de y est le
point y(b). Si D est un ouvert du plan, on dit que y est un chemin
différentiable de I’ouvert D si la fonction y prend ses valeurs dans D.

Une forme différentielle dans un ouvert D est une expression

o=Pds + Qdy

dont les coefficients P et Q sont des fonctions (4 valeurs réelles ou complexes)
continues dans D.
Si y est un chemin différentiable de D, et » une forme différentielle

dans D, on définit P’intégrale f o par la formule

fom [ v

ol y*(w) désigne la forme différentielle f(¢) d¢ définie par
F(8) = P(x(2), 3())*'(8) + Q(x(1), »(®)) ¥ (1)
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autrement dit, y*(w) est la forme différentielle déduite de w par le change-
ment de variables x = x(¢), y = »(¢). Ainsi :

£m=£bf(t)dt.

Considérons maintenant une fonction ¢ = ¢(x) continiiment dérivable
pour a; < u < b, (avec a; < b,), dont la dérivée t'(u) soit partout > o,
et telle que ¢(a;) = a, t(b;) = b. L’application composée de I’applica-
tion 4 — t(u) et de ’application (1. 1) est

(1.2) u = y(t(u)).

Elle définit un chemin différentiable y,. On dit que y; est déduit de y
par changement de paramétre. La forme différentielle f;(u) du, transformée de o
par P’application (1. 2), est égale a

S(#()¢' (u) du,

en vertu de la formule donnant la dérivée d’une fonction composée. La
formule du changement de variable dans les intégrales simples deoune la

T elation
/ @ /‘ o
4 T4

Autrement dit, P’intégrale curviligne f o ne change pas de valeur si on

Ty . y .
remplace le chemin différentiable y par un autre, déduit de y par change-
ment de paramétre. On pourra donc éventuellement désigner par la méme
lettre des chemins qui se déduisent les uns des autres par changement

du paramétre.
Prenons maintenant une fonction ¢ = ¢(u) continiment dérivable pour
a, < u < by, mais telle que ¢'(u) <o, t(a;) = b, t(b;,) = a (le «sens de
parcours » du segment est renversé). Alors on constate que /‘ 0=— [

(% Y

On dit alors qu’on a effectué sur y un changement de paramétre qui

change Uorientation de y; ceci a pour effet de multiplier j o par — I.

Subdivisons Vintervalle [a, b] décrit par le parameétre % en un nombre
fini d’intervalles partiels

[a, t1]9 [tla ta], (RS [tn—I’ tn]a [tn: b]>

on suppose a <<t <tp<<- -+ <lpoy<<t.<<b. Soit y; la restriction de
’application y au i-itme de ces intervalles; il est clair que

Jo=3(fe)



§ 1. Intégrales curvilignes

Cette propriété conduit a généraliser la notion de chemin différentiable.
On appelle chemin différentiable par morceaux une application continue

v: [a, 8] >R2,

telle qu’il existe une subdivision de Pintervalle [¢, 4] en un nombre fini
d’intervalles partiels comme ci-dessus, de fagon que les restrictions de y
A ces intervalles partiels soient continiment dérivables. On pose par
définition

n+1

Jo=2(L2)

La valeur du second membre ne dépend pas de la décomposition.
L’origine de y, s’appelle I’origine de y, ’extrémité de y.., s’appelle ’extré-
mité de y. On dit que le chemin est fermé si son origine et son extrémité
coincident.

Un chemin fermé y peut aussi étre défini en prenant, au lieu d’un paramétre.
réel ¢ qui varie de a & b, un paramétre 6 qui décrit la circonférence-unité.

Exemple. Considérons, dans le plan R2, le périmétre (ou « bord ») d’un
rectangle A dont les c6tés sont paralleles aux axes de coordonnées. Le
rectangle est ’ensemble des points (x, y) satisfaisant &

a; < x < ayy by <y < by

Son bord se compose de quatre segments de droite

X = Qg b1 <y bg,

y = by, a; < X< ay,

X = ay, b <y < by

y=1by a; <% @y
Pour que ce bord définisse un chemin fermé vy, différentiable par
morceaux, on doit préciser quel est le « sens de parcours » choisi. On
conviendra toujours que le sens de parcours est le suivant :
y croit de by A b, sur le c6té x = a,, x décroit de a, & g, sur le cdté y = by,
 décroit de by & b, sur le c6té x = ay, x croit de a; & a, sur le c6té y = b,.
Alors I’intégrale f o est bien définie; elle ne dépend pas du choix de

Porigine de v, car elle est de toute fagon égale A la somme des mtégrala
le long des quatre cbtés, chacun étant parcouru dans le sens qu’on vient

d’indiquer.

2. PRIMITIVE D’UNE FORME DIFFERENTIELLE

LeMME. Soit D un ouvert connexe du plan. Quels que soient les points aeD et
beD, il existe un chemin différentiable par morceaux, contenu dans 1), ayant a
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pour origine et b pour extrémité. (On exprimera brievement ce fait en disant
que a et b peuvent étre joints par un chemin différentiable par morceaux.)

Démonstration. Tout point ceD est centre d’un disque contenu dans D;
¢ peut étre joint & tout point de ce disque par un chemin différentiable
par morceaux et contenu dans D, par exemple par un rayon. Soit alors
donné un point aeD; si ¢ peut étre joint & a, tout point assez voisin de ¢
peut aussi étre joint & a, d’aprés ce qui précéde; donc ’ensemble E des
points de D qui peuvent étre joints & a est ouvert. D’autre part, E est
fermé dans D; carsi ceD est adhérent & E, ¢ peut étre joint & un point
convenable de E d’aprés ce qui préceéde, donc ¢ peut étre joint 4 a. Par
hypothése, D est connexe; le sous-ensemble E de D, qui est ouvert et
fermé dans D, et n’est pas vide (puisque ae E) est donc D tout entier.
_ C.Q.F.D.
Soit toujours D un ouvert connexe du plan, et soit y un chemin différen-
tiable par morceaux, contenu dans D; soit a son origine, b son extrémité.
Soit F une fonction contintiment différentiable dans D; considérons la
forme différentielle w = dF; alors on a la relation évidente

(2. 1) f dF = F(b) — F(a).

11 résulte de 1a et du lemme que si la différentielle dF est identiquement nulle
dans D, la fonction F est constante dans D.

Etant donnée une forme différentielle » dans un ouvert connexe D, cher-
chons s’il existe une fonction F(x, ») continiiment différentiable dans D
et telle que dF = w. Si o = Pdx + Q dy, la relation dF = o équivaut a

(2. 2) = =P, L=

Une telle fonction F, si elle existe, s’appelle une primitive de la forme .
Dans ce cas, toute autre primitive G s’obtient en ajoutant 3 F une constante,
puisque d(F — G) = o.

PROPOSITION 2. 1. Pour que la forme différentielle » admette une primitive dans D,
il faut et il suffit que lon ait [ o =0 pour tout chemin fermé v, différentiable

par morceaux, contenu dans D.

Démonstration. 1° La condition est nécessaire, car si v = dF, la relation

(2. 1) montre que f » = o chaque fois que Porigine a et I’extrémité &
de y coincident. ¥

20 La condition est suffisante. Choisissons en effet un point (%, ) € D;
tout point (x, ) € D peut étre joint & (x,, ) par un chemin y contini-
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ment différentiable par morceaux et contenu dans D (d’aprés le lemme);
Pintégrale / .u) ne dépend pas du choix de y, puisque par hypothése
Pintégrale de o est nulle pour tout chemin fermé. Soit F(x, ) la valeur
commune des intégrales f o relatives aux chemins y d’origine (x,, ¥,) et

d’extrémité (x, y) contenus dans D. On va montrer que la fonction F ainsi
définie dans D satisfait aux relations (c. 2).
Donnons a x un petit accroissement k; la différence

Fx + b, y) — F(x y)

est égale a 'intégrale f o le long de n’importe quel chemin d’origine
(%, ») et d’extrémité (x + &, y) contenu dans D. Intégrons en particulier

le long d’un segment de droite paralltle 4 I’axe des x (ce qui est possible
si | k| est assez petit) :
z + h
F(r+ ) —Fx) = [ P,

et par suite, si £ % o,

Fx+hy) —F(xy) _ 1 ("
; =+ ) RG) &

Lorsque % tend vers o, le second membre tend vers P(x, y), en vertu de la
continuité de la fonction P. On a donc bien

OF
b—x—P(x,y).

On prouverait de méme que ?)—F= Q (%, y). Ceci acheve la démontration
de la proposition 2. 1. 4

Considérons en particulier les rectangles contenus dans D et dont les
cbtés sont paralleles aux axes (nous entendons que le rectangle doit étre
tout entier contenu dans D, aussi bien son intérieur que sa frontiére).

Si y est le bord d’un tel rectangle, on doit avoir / » = 0 pour que la

forme différentielle » admette une primitive dans 'D. Cette condition
nécessaire n’est pas toujours suffisante, comme on le verra plus loin. Cepen-
dant elle est suffisante lorsque D est « simplement connexe » (cf. n° 7).
Pour le moment nous nous contenterons de démontrer ceci :

ProOPOSITION 2. 2. Soit D un disque ouvert. Si I’on a f ® = 0 chaque fois que v
1

est le berd d’un rectangle contenu dans D et dont les cités sont paralldles aux axes,
alors o admet une primitive dans D.
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Démonstration. Soit (x4, »,) le centre du disque D, et soit (x, ») un point
quelconque de D. Il y a deux chemins y, et y, ayant pour origine (xq, 3,)
et pour extrémité (x, y), et tels que chacun d’eux se compose de deux des
quatre cdtés du rectangle (dont les cotés sont paralléles aux axes) ayant
pour sommets opposés (x,, ¥,) et (x, ) [Voir figure 1]. Puisque ce rectangle

(%e.y) Y2 (x,y

Y2 \{]

A {]

(xO,Yo) (x,Yo)

Figure 1

est contenu dans D, on a f 0= f o. Soit F(x, ) la valeur commune
Ts s

de ces deux intégrales; on montre comme plus haut que ?)—F =P, @ =Q,

et ceci prouve la proposition.

3. FORMULE DE GREEN-RIEMANN

Cette formule généralise, dans un certain sens, la relation (2. 1) : au lieu
de relier la valetr d’une intégrale simple & celles d’une fonction, elle relie
les valeurs d’une intégrale double et d’une intégrale curviligne. Soit A
un rectangle ayant ses cotés paralltles aux axes, soit y son bord, et soient
P(x, ) et Q(x, ) des fonctions définies dans un voisinage D de A, continues

dans D et admettant dans D des dérivées partlelles b— et Q‘ continues.
La formule de Green-Riemann s’écrit alors : J

(3. 1) £de+Q@=/]l<%—%>dxdy.

Démonstration. On va par exemple prouver

oo [[ e
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On sait que P’intégrale double de la fonction continue %Q'peut se calculer
comme suit : ¥

JISeo= [To([155)

Explicitons : f “ %}dx = Q(ay, ) — Q(ay, »); en intégrant alors par

rapport a », on trouve
by be
[ — [ Qe &

ce qui est justement égal / Qdy. C.Q.F.D.
1

La formule de Green-Riemann est valable pour des domaines plus géné-
raux qu’un rectangle; mais nous laisserons pour le moment cette question
de coté.

ProrosiTiON 3. 1. Soit w = P dx + Q dy une forme différentielle dans un ouvert

connexe D, et supposons que les dérivées partielles op et 2Q existent et soient conti-
. 0y 0«
nues dans D. Alors la relation

ok _2Q

(3-2) 0y ox

est nécessaire pour que o admetle une primitive dans D; elle est suffisante lorsque D
est un disque ouvert.

Démonstration. D’aprés la formule (3. 1), la condition (3.2) entraine que
f o = 0 chaque fois que v est le bord d’un rectangle contenu dans D;

si D est un disque ouvert, ceci entraine que w admet unc primitive (pro-

N

position 2. 2). Réciproquement, si j o = o chaque fois que vy est le bord

-
I

d’un rectangle A contenu dans D et dont les c6tés sont paralléles aux axes,
ona

(3-3) /fA (g“%) dxdy = o

pour tout tel rectangle A. Or ceci entraine la relation (3. 2). En effet, si

la fonction continue gl)—b—b% n’était pas identiquement nulle dans D
y
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il y aurait un point de D au voisinage duquel elle serait par exemple > o,
et par conséquent I’intégrale

JIGRR) e

serait > o pour un rectangle A contenu dans ce voisinage, contrairement
a ’hypothése (3. 3). La proposition 3. 1 est ainsi démontrée.

4. FORMES DIFFERENTIELLES FERMEES

Définition. On dit qu’'une forme w = P dx + Q dy,-a coefficients P et Q
continus dans un ouvert D, est fermée si tout point (xg, y,) € D posséde un
voisinage ouvert dans lequel w a une primitive. On peut supposer qu’un
tel voisinage est un disque de centre (x,, 3,). Alors les résultats des n° 2
et 3 entrainent aussitot :

PROPOSITION 4. I. Pour qu'une forme différentielle » & coefficients continus dans D
soit fermée, il faut et il suffit que Pon ait / o = 0 chaque fois que vy est le bord
v

d’un petit rectangle contenu (ainsi que son intérieur) dans D, et ayant ses cotés paral-
léles aux axes. Si on suppose en outre que P et Q ont des dérivées partielles du premier
ordre continues, alors la condition (3. 2) est nécessaire et suffisante pour que o soit
Sermée.

D’aprés la proposition 2. 2, toute forme fermée dans un disque ouvert y admet
une primitive. On va maintenant donner ’exemple d’un ouvert connexe D
et d’une forme fermée » dans D qui n’admet pas de primitive dans D.

PROPOSITION 4.2. Soit D louvert jformé de tous les points z % o du plan
complexe C. La forme o = dz|z est fermée dans D mais n’y admet pas de primitive.

En effet, au voisinage de chaque point z, # 0, il existe une détermination
de log z et cette détermination est, au voisinage de 2, une primitive de
dz/z. Donc o est fermée. Pour montrer que » n’admet cependant pas de
primitive dans D, il suffit de trouver un chemin fermé y contenu dans D

et tel que f d?z 5 0. Or soit y le cercle-unité centré a ’origine et parcouru
Y

dans le sens direct. Pour calculer [ ®, on pose z = ¢il, t variant de 0 a 2x;
cna v
.. d .
dz = ie'ldt, ®R_i a4,
k4
et par suite

2%
(4- 1) %:fidt=2inaéo.
‘ ° C.Q.F.D.
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Dans I’exemple précédent la forme o est complexe. Prenons maintenant
la partie imaginaire de . Puisque

2 _ditidy xdvtydy | xdy—ydx
: T x4t x +

la forme différentielle

1

_xdy—pydx

P
est fermée dans le plan privée de l'origine. Elle n’admet pas de primitive,
car d’aprés (4. 1) on a

’xdg—zdx_2
v R i

si y est le cercle-unité parcouru dans le sens direct. En fait, © est la diffé-
rentielle de arc tg 2, qui est une fonction multiforme (c’est-a-dire avec plu-
x

sieurs déterminations) dans le plan privé de l’origine.

5. ETUDE DES PRIMITIVES NON UNIFORMES

Soit © une forme fermée définie dans un ouvert connexe D, Bien que
n’ait pas nécessairement de primitive (uniforme) dans D, on va définir
ce qu’on entend par primitive de w le long d’un chemin y de D. Un tel chemin
est défini par une application continue d’un segment I = [a; 5] dans D;
on ne fait ici aucune hypothése de différentiabilité.

Définition. Soit y :[a, ] = D un chemin contenu dans un ouvert D, et
soit » une forme différentielle fermée dans D. On appelle primitive de o
le long de y une fonction continue f(¢) (¢ parcourant [a, b]) qui satisfait 3
la condition suivante : :

(P) quel que soit < € [a, b), il existe au voisinage du point y(z) € D une primitive
F de o telle que Uon ait

(5. 1) F(y(1)) =/ (1)

pour t assez voisin de <.

THEOREME 1. Une telle primitive f existe toujours et est unique & l’addition prés
d’une constante. '

Démonstration. Tout d’abord, si f; et f, sont deux telles primitives, la diffé-
rence fi(t) — f3(t) est, d’aprés (5. 1), au voisinage de chaque re[g, b],
de la forme F,(y(¢)) — Fy(y()); comme la différence F;—F, des deux
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primitives de w est constante, il s’ensuit que la fonction f;(¢) — f,(¢) est
constante au voisinage de chaque point du segment I. Nous exprimerons
cela en disant que la fonction f; — f, est localement constante. Or une fonc-
tion continue et localement constante sur un espace topologique connexe
(ici, sur le segment I = [a, b]) est constante. En effet, pour tout nombre u,
I’ensemble des points de I’espace ou la fonction est égale & u est 4 la fois
ouvert et fermé.

Il reste & montrer D’existence d’une fonction continue f(¢) satisfaisant a la
condition (P). Chaque point r eI admet un voisinage V (dans I) que y
applique dans un disque ouvert ol w posséde une primitive F. Puisque I
est compact, on peut trouver une suite finie de points

A=t <t < - <t <ty =b

de fagon que, pour chaque entier ¢ tel que o < ¢ < n, y applique le seg-
ment [¢, #4+,] dans un disque ouvert U; dans lequel existe une primitive F;
de . L’intersection U;n U, contient y(¢;,,), donc n’est pas vide; elle
est connexe, donc F;4, — F; est constante dans U;nU;;;. On peut
-donc, en ajoutant & chaque F; une constante convenable, faire en sorte,
de proche en proche, que F;,, coincide avec F; dans U;n U, ;. Soit alors
f(¢) la fonction définie par

f(t) =Fi(y(t))  pour  telt, byl

Il est évident que f(t) est continue et satisfait & la condition (P) : c’est
clair pour une valeur = différente des ¢;; le lecteur le vérifiera lorsque =
est égal 4 ’un des ¢,.

Remarque. Supposons que y soit différentiable par morceaux, autrement dit
que l’on ait une subdivision de I telle que la restriction de y & chaque
segment partiel [¢, ;] soit continfiment différentiable. Alors I’intégrale

[ o est définie; c’est par définition

3([+)

Si f est une primitive le long de v, on a, d’aprés la formule (2. 1),

‘fnw = f(ti+1) — S (8,

d’oti en ajoutant

(5.2 [ =r®) —s@.

Ceci conduit & définir f o méme pour un chemin continu v, sans hypothése
1
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de différentiabilité relative & y: on prend la relation (5. 2) comme défi-
nition, ce qui est licite car le second membre ne dépend pas du choix de
la primitive f le long de y.

PROPOSITION 5. 1. Si y est un chemin fermé ne passant pas par Uorigine, ;I—z %
est un entier. Iy %

Démonstration. =d—f est une forme fermée. Dans la démonstration du

théoréme 1, on peut supposer que chaque F; est une détermination de
log z. Donc f(b) — f(a) est la différence de deux déterminations de log
au point y(a) = y(b), et par suite est de la forme 2min, ol n est entier.

COROLLAIRE. 2L f %}%‘a est un entier (le méme que précédemment).
T v

La quantité f % s’appelle souvent la wvariation de I’argument
1

du point 2z = x + iy lorsque ce point décrit le chemin ¢y (que v soit

fermé ou non).

6. HomoToPIE

Pour simplifier, tous les chemins qu’on va considérer seront paramétrés
par le segment I = [o, 1].

Définition. On dit que deux chemins

Yo:I—>D et v1:I1—-D

ayant méme origine et méme extrémité (c’est-a-dire v, (0) = y,(0),
Yo (1) = y1(1)) sont homotopes (dans D) avec extrémités fixes, s’il existe une
application continue (¢, u) — 3(¢, 4) de I X I dans D, telle que

6 (269 =10, 56 1) = ()
8(0, ) = yo(0) = v4(0), 8(1, u) = yo(1) = y4(1)-

u étant fixé, Papplication ¢ — 3(¢, u) est un chemin y, de D, ayant méme
origine que l’origine commune de y, et y;, et méme extrémité que ’extré-
mité commune de y, et y,. Intuitivement ce chemin se déforme continfi-
ment quand « varie de 0 & I, ses extrémités restant fixes.

On a une définition analogue, concernant le cas de deux chemins fermés
Yo €t y1: on dit qu’ils sont homotopes (dans D) comme chemins fermés s’il
existe une application continue (¢, u) — 3(¢, u) de I X I dans D, telle gue

3(t, 0) = ,(t), 8(t, 1) = y4(),
(6.2) §8(o, u) = ;?l, u) quel que sz)it u,
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(donc, pour chaque u, le chemin v, est un chemin fermé). En particulier,
on dit qu’un chemin fermé y, est homotope & un point dans D si I'on est dans
la situation précédente, la fonction v,(¢) étant en outre constante.

THEOREME 2. Si y, et v, sont deux chemins de D homotopes avec extrémités fixes,

on a
f fv
Y 1

° ‘

quelle que soit la forme fermée » dans D.

THEOREME 2 bis. Si vy el v, sont deux chemins fermés de D, homotopes comme
chemins fermés, on a
f o = J )
Y, T

pour toute forme fermée o dans D.

Ces deux théorémes vont se démontrer comme conséquence d’un lemme
qu’on va exposer maintenant. Tout d’abord voici une

Définition. Soit (t, u) — 8(t, u4) une application continue d’un rectangle
(6. 3) a{tL b, ad Lugd

dans I’ouvert Dj et soit » une forme fermée dans D. On appelle primitive de
o suivant application § une fonction f(t, u) continue dans le rectangle, et satis-
faisant a la condition suivante :

(P') quel que soit le point (z, v) du rectangle, il existe au voisinage de 3(v, v) une
primitive F de o telle que Uon ait

F(3(¢, u)) = f(¢, u)

en tout point (t, u) assez voisin de (v, v).

LeMME. Une telle primitive existe toujours et est unique & I’ addition prés d’une constante.
Ce lemme est en quelque sorte une extension du théoréme 1. On va le
démontrer d’une manie¢re analogue. En utilisant la compacité du rectangle,
on peut en faire un quadrillage en subdivisant I’intervalle de variation
de t par des points ¢; et 'intervalle de variation de u par des points uj,
de fagon que, quels que soient 7 et j, le petit rectangle, produit des seg-
ments [¢;, 2i41] et [, uj4+,], soit appliqué par § dans un disque ouvert U, ,
dans lequel existe une primitive F; ; de o.

Fixons j; comme l'intersection U, ;n U4, ;j n’est pas vide (et est connexe),
on peut ajouter & chaque F; ; (j fixe, ¢ variable) une constante de maniére
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que F;; et Fi;,, ; coincident dans U;;n Uy ;; on obtient alors, pour
ue [u;, uj41], une fonction fj(¢, u) telle que, pour tout i, on ait

Si(t, w) = F, ;(3(¢, u)) lorsque telt, tipd.
Ainsi fj(¢, u) est continue dans le rectangle

a<t<b, uj<u<uj+la

~

et c’est une primitive de o suivant l’application 3;, restriction de ¢ au
rectangle précédent. Chaque fonction f; est définie & une constante addi-
tive prés; on peut alors, par récurrence sur j, choisir ces constantes addi-
tives de fagon que les fonctions fj(t, u) et f;1(, u) soient égales lorsque

= u;4. Soit maintenant f(¢, 4) la fonction définie dans le rectangle (6. 3)
par la condition que, pour tout j, on ait

S, u) = fi(t, w) lorsque ue[uj, ujp].

C’est une fonction continue qui satisfait & la condition (P’), donc c’est
bien une primitive de o suivant ’application 3. Le lemme est ainsi démontré.

Démonstration du théoréme 2. Soit § une application continue satisfaisant
aux conditions (6. 1). Soit f une primitive de o suivant 3. Il est évident
que f est constante sur les cHtés verticaux ¢ = o0 et £ = 1 du rectangle
I X I. On a donc

(o, 0) = f(o, 1), S(1, 0) =£(1, 1),

et comme

Lo=ft o —fo, 0. [ o=fa, n—Fo, 1),

le théoréme 2 est démontré.
La démonstration du théoréme 2 bis est tout a fait analogue; on utilise
une application 3 satisfaisant a (6. 2).

7. PRIMITIVES DANS UN OUVERT SIMPLEMENT CONNEXE

Dffinition. On dit qu’un ouvert D est simplement connexe s’il est connexe et
si en outre tout chemin fermé contenu dans D est homotope 4 un point dans
D.

TutorkME 3. Toute forme différentielle fermée o dans un ouvert simplement conne:e
D posséde une primitive dans D.

En effet, d’aprés le théoréme 2 bis, on a [ ® = 0 pour tout chemin fermé y
J1
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contenu dans D, ce qui, en vertu de la proposition 2. 1, entraine que o
admet une primitive dans D.

En particulier, dans tout ouvert simplement connexe ne centenant pas O,
la forme fermée dz/z admet une primitive; autrement dit, log z admet
une détermination dans tout ouvert simplement connexe ne contenant pas O.

Exemples d’ouverts simplement connexes. On dit qu’un ensemble E du plan est
étoilé par rapport & 'un de ses points a si, quel que soit le point z€ E, le
segment de droite joignant ¢ & 2 est contenu dans E.

Tout ouvert D étotlé par rapport & un de ses points a est simplement connexe :
en effet D est évidemment connexe; de plus, pour chaque nombre réel u
compris entre o et 1, ’homothétie de centre a et de rapport u transforme D
en lui-méme; lorsque » décroit de 1 2 0, cette homothétie définit une homo-
topie de n’importe quelle courbe fermée & un point.

En particulier, tout ouvert convexe D est simplement connexe. En effet, un
ouvert convexe est étoilé par rapport 4 chacun de ses points.

\
En revanche, le plan privé de l'origine n’est pas simplement connexe :
par exemple, le cercle |z] = 1 n’est pas homotope & un point dans G—{o}

puisque l’intégrale L de la forme fermée & le long de ce cercle n’est
4 z g

pas nulle (cf. la relation (4. 1)).

A titre d’exercice, le lecteur pourra démontrer 1’équivalence des quatre
] s P q q
propriétés suivantes (pour un ouvert connexe D) :

a) D est simplement connexe;

b) toute application continue du cercle |z| = 1 dans D se laisse prolonger
en une application continue du disque |z| < 1 dans D;

c) toute application continue du bord d’un carré dans D se laisse prolonger
en une application continue du carré dans D;

d) si deux chemins de D ont méme extrémités, ils sont homotopes avec
extrémités fixes.

8. INDICE D’UN CHEMIN FERME

Définition. Soit y un chemin fermé dans le plan C, et soit ¢ un point de G
n’appartenant pas 4 I'image de y. On appelle indice de y par rapport 2 a
et on note I(y, a), la valeur de 'intégrale

@. 1) LS & _

oni J, 2—a

D’aprés la proposition 5. 1, 'indice I(y, a) est un nombre entier.
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En remontant aux définitions, on voit que pour calculer I’indice, on doit
chercher une fonction continue f{(t), définie pour o ¢ < 1, & valeurs

complexes, et telle que
/O =y(t) —a;

I(y, a) =ﬁ‘l‘%ﬂ2)'

on a alors

PROPRIETES DE L’INDICE

1) Le point a étant fixé, Uindice 1(y, a) reste constant lorsque le chemin fermé y
se déforme continfiment sans passer par a. En effet, I’intégrale (8. 1) varie conti-
niment, et sa valeur est 4 chaque instant un entier; donc elle reste constante.

2) Le chemin fermé y étant fixé, Uindice X(y, a) est une fonction localement constante
de a lorsque a varie dans le complémentaire de I'image de v. Méme démonstration
que pour 1). Il s’ensuit que I(y, a) est une fonction de a qui est constante
dans chaque composante connexe du complémentaire de I'image de .

8) Si Uimage de v est contenue dans un ouvert simplement connexe D ne contenant pas
le point a, Uindice I(y, a) est nul. En effet, le chemin fermé y peut se déformer
en un point en restant contenu dans D, donc sans jamais passer par a; et
il suffit d’appliquer 1).

4) sty est un cercle parcouru dans le sens direct, Uindice 1(y, a) est égal & 0 st a
est extérieur au cercle, et est égal & 1 si a est intérieur au cercle.

Le cas ol a est extérieur au cercle est justiciable de 3) ; lorsque a est intérieur
au cercle, il suffit d’examiner le cas ou1 a est le centre du cercle, en vertu de
2) ; et alors on applique la relation (4. 1).

ProrosiTION 8. 1. Soit f une application continue du disque fermé x* + y* < r?
dans le plan R?; soit y la restriction de f au cercle x® 4 y® = r%. Si un point a
du plan n’appartient pas & U'image de y et si Uindice 1(y, a) est 5 o, alors f prend
au motins une fois la valeur a dans le disque ouvert x* + y% < r2.

En effet, raisonnons par I’absurde, en supposant que f ne prenne pas la
valeur a. La restriction de f aux cercles concentriques de centre o définit
une déformation continue du chemin fermé y en un point. Par conséquent

Pintégrale f

z est nulle, contrairement 4 I’hypothese.
1

Définition. Soient v, ét v, deux chemins fermés ne passant pas par I’origine o.
On appelle produit de ces deux chemins le chemin fermé défini par ’appli-

cation
t = v1(f) . 2(t),
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ou le point désigne la multiplication des nombres complexes +,(¢) et
Ya(£)-

ProrosiTiON 8. 2. L’indice, par rapport & Porigine, du produit de deux chemins
JSermés ne passant pas par o, est égal & la somme des indices de chacun de ces deux
chemins fermés. Autrement dit :

I(y1y2 0) = I(y1, 0) + I(ys, 0).

En effet, soient f,(¢) et f(¢) deux fonctions continues 4 valeurs complexes
telles que

S10=y,(t),  e/X0=yy(t).

Soit y(t) = y,(¢) .vs(t) le produit des deux courbes fermées; la fonction

S@) = f£1(t) + fot) satisfait &

o0 = y(1)
et 'on a
I(y, 0) = _f() mf(O) fl(l);fl(o) _|_f2( = lf;(o)x_l(.{ 0) + I(ys 0),

ce qui démontre la proposition.

ProposiTION 8. 3. Soient y et v, deux chemins fermés dans le plan C. Si y ne
prend jamais la valeur o et si on a toujours |v,(¢)|<<|y(t)|, alors Papplication
t —>~(t) + v1(t) ne prend jamais la valeur o, et I'on a

I(y 4 v1, 0) = I(y, 0).

En effet, on peut écrire

1) + 1) = 1) (1 + 48);

le chemin fermé ¢ —1 4 1127 1) a un indice nul par rapport a l'origine,

1(t)

puisqu’il est contenu dans le disque ouvert de centre 1 et de rayon 1. Ainsi

le chemin fermé y + y, est le produit des chemins fermés y et 1 + 14,
¥

et en appliquant la proposition 8. 2, on obtient la proposition 8. 3.

9. COMPLEMENTS : BORD ORIENTE D’UN COMPACT

LEMME. Si un chemin y est continfiment différentiable et si la dérivée ' est partout
% 0, alors, au voisinage de chaque valeur du paramétre t, l’applzcatzon t—>v(t) est
injective et son image partage (localement) le plan en deux régions.
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La signification exacte de cet énoncé va étre précisée dans la démonstration
qui suit. Soit ¢ — y(¢) une application continiiment différentiable d’un
segment [a, 5] dans le plan R2; supposons que la dérivée y'(¢) soit % o
pour toute valeur de . Les coordonnées x, y du point y(¢) sont donc des
fonctions continiment dérivables y,(¢), v,(¢), et leurs dérivées yi(¢), a(¢)
ne s’annulent pas simultanément. Le théoréme des fonctions implicites
montre alors que si £, est un point intérieur a4 Pintervalle (c’est-a-dire
a <ty << b), et si on note x, = v,(ty), yo = T2(fy), il existe une application
continiment différentiable (f, u) —3(¢, ») d’un voisinage ouvert U du
point (Zy, o) sur un voisinage ouvert V du point (xg, y,), qui satisfait aux
conditions suivantes :

(i) 3(t,0) = y(t);

(ii) 3 est un homéomorphisme de U sur V, dont le jacobien est > o
en tout point de U (donc 3 conserve 1’« orientation »).

Ainsi, par ’homéomorphisme réciproque de 3, V s’applique homéomor-
phiquement sur U, les points du chemin y venant sur les points de la droite

6
figure 2

u = o. Les points du complémentaire de y dans V se répartissent donc en
deux ensembles ouverts V+ et V— : ceux pour lesquels # est > o, et ceux
pour lesquels u est <C 0. Si on a pris pour U un disque ouvert de centre
(tyy 0), les ouverts V+ et V— sont connexes. Ainsi le chemin y partage
P’ouvert V en deux composantes connexes, ce qui justifie ’énoncé du lemme.

Définition. Soit K un compact du plan C, et soit I' = (I';);er un ensemble
fini de chemins fermés T';, dont chacun est différentiable par morceaux. On
dit que T est le bord orienté du compact K si les conditions suivantes sont
satisfaites :

(BO 1) dans chaque application ¢ —I',(¢) les images de deux points
distincts sont distinctes, exception faite de I'image de ’origine et de I'extré-
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mité du segment de définition. De plus les images des divers I'; sont deux
a deux disjointes et leur réunion constitue la frontiére de K;

(BO 2) si y est un arc différentiable de I’'un quelconque des I';, la dérivée
yY'(t) est partout 5 o; de plus, si ¢, est intérieur a P’intervalle de définition
de v, et si ouvert V du lemme précédent a été choisi assez petit, alors
V— ne rencontre pas K tandis que V+ est contenu dans Uintérieur de K.

D’une maniére imaginée, la condition (BO 2) s’exprime en disant que
lorsqu’on parcourt y dans le sens des ¢ croissants, on a constamment 4 sa
gauche les points de P'intérieur de K, tandis qu’a sa droite on a des points
qui sont dans le complémentaire de K.

Exemple. Prenons pour K un rectangle (fermé) dont les cotés sont paralléles
aux axes; alors le périmeétre de ce rectangle, tel qu’il a été défini a la fin
du n° 1, est bien le bord orienté de K.

Nous admettrons sans démonstration que la formule de Green-Riemann
s’applique au bord orienté T' d’'un compact K. D’une fagon précise, si
o =Pdx + Qdy est une forme différentielle & coefficients continiiment
différentiables dans un ouvert contenant le compact K, on a I’égalité

(9. 1) frac+ Qo= [[(Z-F)ao.

(la notation f désigne D, j ) , si I' se compose de chemins fermés I‘,).
r i JIy

En particulier, si la forme o est fermée dans D, on a la relation

(9. 2) ﬂm=0

chaque fois que T' est le bord orienté d’un compact contenu dans D.

2. Fonctions holomorphes; théorémes fondamentaux

1. RAPPEL SUR LES FONCTIONS DIFFERENTIABLES

Soit D un ouvert du plan R?, et soit f(x, y) une fonction définie dans D et
a valeurs réelles ou complexes. On dit que f est différentiable au point
(%0, o) €D, s’il existe une fonction linéaire ah + bk des variables réelles
k et k, telle que lon ait la relation

(1.1)  f(%0+ b po + B) — f(30, 3o) = ah + bk + aVB® + k2,

chaque fois que % et £ sont assez petits; a désigne un scalaire (réel ou
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complexe), fonction de 4 et £, dont la valeur absolue tend vers o lorsque
Vh® + k? tend vers o. Si f est différentiable au point (x4, ), les cons-

tantes (réelles ou complexes) a et b sont déterminées de maniére unique,
=t sont égales aux dérivées partielles

) I
a = aT{(%’ Jo)s b= b—“j(xo» Jo)-

Rappelons que I’existence des dérivées partielles de f au point (x4, 7o)
n’est pas suffisante pour que la fonction soit différentiable en ce point;
mais si f posséde en tout point suffisamment voisin de (¥, y,) des dérivées
partielles, et si ces dérivées partielles sont continues au point (%g, ¥o)s
alors f est différentiable en ce point. Une fonction qui admet des dérivées

partielles continues dans un ouvert D est dite continiment différentiable
dans D.

2. CONDITION D’HOLOMORPHIE

Soit D un ouvert du plan complexe C, et soit f une fonction de la variable
complexe z = x + iy définie dans D.

Définition. On dit que f(z) est holomorphe au point 25e D si

(2. 1) lim f(Zo + 9 —S20)  existe
u>0
u#o

(4 désigne un nombre complexe variable). Il revient au méme de dire
que f posséde au point z, une dérivée par rapport i la variable complexe.
On dit que f est holomorphe dans Pouvert D si elle est holomorphe en
chaque point de D.

La condition (2. 1) peut aussi s’écrire

(2. 2) S(zo + 4) —flzo) = cu + a(u)]ul,

ou «(u) tend vers o lorsque u tend vers o; ¢ est la dérivée f'(z,). Puisque
Z = x + iy, la relation (2. 2) s’écrit aussi

(2:3) S (% + hyo + k) —f (s 30) = clh + ik) + 2(h, k) VEE + 2.

Ceci montre que f, considérée comme fonction des deux variables réelles
x et y, est différentiable, et que

a=c, b = ic,
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a et b désignant les constantes de la relation (1. 1). On a donc —f = ¢,

Q‘f— ic, d’ou
0y

(2. 4) ng=o

Réciproquement, soit f une fonction différentiable des variables réelles x
et y satisfaisant & (2. 4). Alors la relation (1. 1) entraine (2. 3), avec ¢ = a,
ic = b. Donc f est holomorphe au point z, = x, + iy,. Nous avons donc
démontré la proposition suivante :

PROPOSITION 2. 1. Pour que f soit holomorphe en un point, il faut et il suffit que f,
considérée comme fonction.des deux variables réelles x et y, soit différentiable en ce
point et que Pon ait la relation (2. 4) entre les dérivées partielles de f en ce poini.

Explicitons (2. 4). Lorsqu’on écrit f = P + iQ, les fonctions P et Q) étant
réelles, on obtient les conditions de Cauchy

_0Q kP _Q
(2.5) bx 3y’ vy ox

3. INTRODUCTION DES VARIABLES Z ET Z

Soit f une fonction (a valeurs réelles ou complexes) différentiable des
variables réelles x et y.
Considérons la différentielle

(3-1) df=gdx+g—~§b.

Les fonctions particuliéres z = x + iy et Z = x— iy admettent les diffé-
rentielles

(3- 2) dz = dx + i dy, dZ = dx — i dy;

on a donc inversement
(3-3) de = —(dz+d2), dy=_.(d—d).

En portant ceci dans (3. 1) on obtient la relation

o3 (e (L)

Ceci conduit & introduire les symboles

o _1 (2 .3 D_T (22
(3- 4) bz—2<bx ‘0y>' 02_2(0x+'z>y>
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Avec ces notations, on obtient la relation
_3f g 1 O 4
(3-5) df =3, % + 37 4%

La condition (2. 4) qui exprime que f est une fonction holomorphe de la
variable complexe z s’écrit alors

)
(3. 6) sf —o.

Autrement dit, pour que f soit holomorphe il faut et il suffit que, dans
P’expression (3. 5) de la différentielle df, le coefficient de dZ soit nul. Ou
encore : df doit étre proportionnelle a dz; le coefficient de proportionnalité
est alors simplement la dérivée f'(z).

Comme application, démontrons le résultat suivant : Soit f une fonction
holomorphe dans un ouvert connexe D; si la partie réelle de f est constante, f est
constante.

En effet, la partie réelle Re( f) n’est autre que L (f + f); par hypothese
on a, dans D, d(f + f) = o, ce qui sécrit 2

2[ .b_f_ 7 g\Z QZ 7 =
bzdz+bzdz+bzdz+bzdz o.

Mais puisque f est holomorphe, on a g-—’_;_: 0; par passage a ’imaginaire

conjugué, on a %z =o0. Ainsi, on a:

E)'—fdz -+ gjrt dZ = o.
0z 0z

Or une expression adz 4 b dZ ne peut étre identiquement nulle que si les

coefficients a et b sont nuls, ce qui donne of _ o, Qé =o0. Ainsi df = o, et
f est constante dans D. 0z 0z

De 14 on déduit que si f est holomorphe et 5 o dans un ouvert connexe D, et
si log | f| est constant, ou si arg f est constant, alors f est constante.

En effet, considérons la fonction :

g(z) = log f(2) = log | f(2)| + iarg f(2).

Plagons-nous au voisinage d’un point z, ol nous choisissons une déter-
mination de I’argument; g est holomorphe et sa partie réelle (ou sa partie
imaginaire) est constante. Donc g est constante au voisinage de z,. Ainsi

= ¢/ est localement constante dans D, et par suite est constante puisque
D est connexe.
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4. THEOREME DE CAUCHY

THEOREME 1. St f(2) est holomorphe dans un ouvert D du plan complexe, la forme
différentielle f(z) dz est fermée dans D.

En raison de I'importance de ce théoréme, nous allons en donner deux
démonstrations :

Premiére démonstration. Cette démonstration suppose une hypothése supplé-
. - - of .
mentaire. On va supposer que les dérivées partielles % et 3 sont continues

dans D. (En réalité, il résultera de la deuxi¢me démonstration que cette
hypothése est automatiquement vérifiée dés que f est holomorphe.) Pour
vérifier que la forme différentielle f(z) dz = f(2) dx + if (2) dy est fermée,
il suffit, d’aprés la formule de Green-Riemann (§1, formule (3. 1)) de
vérifier que I’on a

of _ .

oy ox

Or c’est précisément la condition (2. 4) qui exprime que f est holomorphe,
et la démonstration est achevée.

Deuxiéme démonstration. Cette démonstration, contrairement 2 la premiére,
ne nécessite aucune hypothése supplémentaire, mais elle exige un raison-
nement plus subtil. Pour montrer que f(z) dz est fermée, nous devons prouver

que l'intégrale f f(z) dz est nulle le long du bord y de n’importe quel rec-
tangle R contenu dans D (y compris son intérieur). Pour cela posons a
priori :

(4- 1) f f(2) dz = a(R).

Partageons le rectangle R en quatre rectangles égaux, en subdivisant
chacun de ses cotés en deux parties égales. Soient y, les bords (orientés)

_
o

Figure 3

—
——

des quatre rectangles partiels (i =1, 2, 3, 4). On vérifie facilement
(cf. fig. 3) que

[f@dz=3 [ fle)de= 3 aRy).
Y i=1 Ti i=1
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Donc parmi ces quatre rectangles il y en a au moins un tel que
Je(Ry)| > i |«(R)|. Appelons R® ce rectangle. Partageons a nouveau le

rectangle R® en quatre rectangles égaux; I’'un au moins d’entre eux, soit
R®, satisfera & la condition

9 I a(R).
|a(R®)| >42 l«(R)|

On peut recommencer indéfiniment cette opération. On obtiendra ainsi
une suite de rectangles emboités; le k-ifme R™ aura ses cotés 2* fois plus
petits que ceux du rectangle R, et son aire sera donc 4* fois plus petite
que celle du rectangle R. Si y(R®) désigne le bord orienté du rectangle
R®, on a

1
(4.2) | @ o] 51RO
D’aprés le critére de convergence de Cauchy, il existe un point z, et un

seul commun 3 tous les rectangles R®. Evidemment 2, D. Donc f(z) est
holomoiphe au point z,, et par suite :

f(2) = f(zo) +S"(20) (2—20) + €(2) [2—20l5

lime(z) = o.

>l

avec

On en déduit

‘[{\(R("))f(z) dz =f(Zo) j{v(R(k))dz +f’(Zo) ~/‘;(R(k)) (Z — zo) dz

(4-3)
+ j;(R(,‘))e(z) |2— 2ol dz.

Dans le second membre de (4. 3), les deux premiéres intégrales sont nulles
et la troisitme est négligeable devant ’aire du rectangle R® lorsque &

augmente indéfiniment; elle est donc négligeable devant 4—5—‘ En comparant
avec (4. 2), on voit qu’on a nécessairement «(R) = o; par suite, d’apres

la définition méme de «(R), on a f f(2) dz = o. Ceci acheéve la démons-
tration. T

COROLLAIRE. 1. Une fonction f(z) holomorphe dans D admet localement une primitive

qui est holomorphe.

Cette assertion exprime que tout point de D posséde un voisinage ouvert
dans lequel f admet une primitive holomorphe. L’existence locale d’une
primitive résulte de la définition d’une forme fermée; et la primitive locale
est bien holomorphe, puisqu’elle a pour dérivée f.
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COROLLAIRE. 2. i f () est holomorphe dans D, ona | f(2) dz= o pour tout chemin,
JSermé v de D qui est homotope & un point dans D. VY
Cela résulte du théoré¢me 1 ci-dessus, et du théoréme 2 bis du § 1, n° 6.

Généralisation. On va étendre la condition de validité du théoréme 1.

THEOREME 1 bis. Soit f(z) une fonction continue dans un ouvert D, et holomorphe
en tout point de D sauf peut-étre aux points d’une droite A paralléle & Iaxe réel.
Alors la forme f(z) dz est fermée. En particulier, si f est holomorphe en tout point
de D sauf peut-ttre en des poinis isolés, la forme f(z) dz est fermée.

Démonstration. On doit prouver que l’intégrale f f(2) dz est nulle pour le

bord y de tout rectangle contenu dans D. Or ceci est évident si le rectangle
ne rencontre pas la droite A. Supposons que le rectangle ait un c6té porté
par A, et soient u, 4 + a, u + ib, u + a 4 b les quatre sommets du rec-
tangle, u et # + a étant sur A; a et b sont réels, et on supposera par exemple
b > o. Soit R(e) le rectangle ayant pour sommets

u-+i, u-t+a-+i, u-+1b, u-+ a-+ b,

¢ étant un nombre > o trés petit; 'intégrale f f(2) dz étendue au bord
de R(¢) est nulle; or, lorsque ¢ tend vers o, cette intégrale tend vers 'inté-
grale étendue au bord y du rectangle R. Donc ]: f(2) dz = o. Enfin, si
la droite A rencontre le rectangle R sans porter P’un de ses cotés horizon-
taux, la droite A partage R en deux rectangles R’ et R’, I’intégrale f f(2)dz
étendue au bord de chacun des rectangles R’ et R’ est nulle, d’aprés ce

qui précéde; or la somme de ces intégrales est égale a I'intégrale f f(2)dz
étendue au bord de R. Ceci achéve la démonstration.

5. FORMULE INTEGRALE DE CAucCHY

THEOREME 2. Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert D. Soit a € D, et soit
y un chemin fermé de D, ne passant pas par a et homotope & un point dans D. On
a alors

(5 1) o [LEE — 1 9110,

ant

ou I(v, a) désigne Uindice du chemin fermé + par rapport au point a (cf. § 1, n° 8).
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Démonstration. Soit g(z) la fonction définie dans D par

§g(z)=ﬂ55'aﬁ9 pour  z+#a

g(z) =f'(a) pour 2 =g;

la fonction g est continue, en raison de la définition de la dérivée. Elle est
holomorphe en tout point de D autre que le point a. D’aprés le théo-

réme 1 bis, on a
[Le=ra,
T .

Or e
el R B (O VLC)

2

d’aprés la définition de I'indice. Ceci établit la relation (5. 1).

Exemple. Soit f une fonction holomorphe dans le voisinage d’un disque fermé,
et soit y le bord du disque parcouru dans le sens direct. On a

f(z) dz 321:1' f(a) si a est intérieur au disque,
1 2—a o si a est extérieur au disque.

6. DEVELOPPEMENT DE TAYLOR D’UNE FONCTION HOLOMORPHE

THEOREME 3. Soit f(2) une fonction holomorphe dans un disque ouvert |z| <<p;
alors f est développable en série entiére dans ce disque.

Cela veut dire qu’il existe une série entiere S(X) = Y, 2,X" dont le rayon
>0 ’

de convergence est > p et dont l2 somme S(z) est égale 4 f(z) pour |z| <<p.

Démonstration. Soit r < p. On va trouver une série entitre qui converge
normalement vers f(z) pour |z| < r. Cette série sera indépendante de 7,
en vertu de 'unicité du développement en série enti¢re d’une fonction
au voisinage de o. Le théoréme en résultera donc.

Choisissons un r, tel que r < ry << p. On va appliquer la formule intégrale
du théoréme 2, en prenant pour y le cercle de centre o et de rayon r,
parcouru dans le sens direct :

flo =L (£ o <o

21‘{ 1 t—Z
I

La fonction qui figure sous le signe d’intégration peut étre développée

t—z
en série, compte tenu du fait que |z| < [¢|. D’une fagon précise on a
I 1 1 1 Z z"
- = =—(1 -~ e =~ P I
t—z t 11—zt t<+t+ +t"+ )’
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par suite

21tl Y np0 t"+1

La série converge normalement pour |z| < 7 et |¢| = r,, On peut donc
Pintégrer terme a terme, et on obtient une série normalement convergente
pour |z| L 7

f(zR) = 2 az",
n20

ou les coefficients a, sont donnés par les intégrales

6. 1) o =L [ Ll

2n lty=ry t"+1

Le théoréme g est ainsi. démontré.

Commentaire. Le théoréme 3 montre que toute fonction holomorphe dans
un ouvert D est analytique dans D. Réciproquement toute fonction analy-
tique dans D est holomorphe dans D, puisqu’on sait qu’une fonction
analytique admet une dérivée. Ainsi, pour les fonctions d’une variable
complexe, il y a équivalence entre holomorphie et analyticité. Si on applique
aux fonctions holomorphes les résultats connus pour les fonctions analy-
tiques, on voit qu’une fonction holomorphe est indéfiniment dérivable, et en
particulier contintment dérivable, et que la dérivée d’une fonction holo-
morphe est holomorphe.

7. THEOREME DE MORERA

THuEOREME 4 (réciproque du théoréme 1). Soit f(2) une fonction continue
dans un ouvert D. Si la forme différentielle f(z2) dz est fermée, alors la fonction f(z)
est holomorphe dans D.

En effet, f admet localement une primitive g. Cette primitive est holo-
morphe, et f = g’ est la dérivée d’une fonction holomorphe, donc est elle-
méme holomorphe d’aprés ce qui précéde.

CoOROLLAIRE. i f(z) est continue dans D et holomorphe en tous les points de D sauf
peut-étre aux points d’une droite A, f est holomorphe en tout point de D sans exception.

En effet, on peut supposer A paralltle 4 I’axe réel, en effectuant-au besoin
une rotation. D’aprés le théoréme 1 bis, la forme f(z) dz est fermée. Donc,
d’aprés le théoréme 4, f est holomorphe en tout point de D.

On voit que le théoréme 1 bis n’était qu’une généralisation illusoire du
théoréme 1. Mais nous avons eu besoin de I’établir, pour des raisons
techniques de démonstration.
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8. VARIANTE POUR LA FORMULE INTEGRALE DE CAUCHY

TuEorREME 5. Soit T' le bord orienté d’un compact K contenu dans un ouvert D
et sott f(z) une fonction holomorphe dans D. Alors

[ (@) de = o3
si de plus a est intérieur ¢ K on a

@. 1) fRI & _ i fla).

ri—a

Démonstration. La premiére assertion résulte de la relation (9. 1) du § 1.

Pour démontrer la deuxi¢me assertion, considérons un petit disque
ouvert S de centre a et dont ’adhérence est intérieure 4 K. Le bord orienté
du compact K — S se compose de I' et du cercle-frontiere de S parcouru
dans le sens indirect. Nous dirons que ce bord orienté est la différence de T
et du cercle-fronti¢re y de S parcouru dans le sens direct. En appliqua..t

34 K—S et a la fonction z—Z)—d' qui est holomorphe dans D —{a}, la
premiére partie du théoréme 5, on obtient

fRdz _ (f(z)dz

rg—a 1 Z—a

ce qui, compte tenu du théoréme 2, donne la relation (8. 1).

9. PRINCIPE DE SYMETRIE DE SCHWARZ

On a vu (corollaire du théoréme 4) que si f(z) est continue dans un ouvert D
et holomorphe en tout point de D sauf peut-éwre aux points de I’axe réel,
est holomorphe en tout point de D sans exception.

Considérons alors un ouvert non vide I, connexe, symétrique par rapport
a Paxe réel; soit D' Pintersection de D avec le demi-plan fermé y > o, et
soit D” I’intersection de D avec le dewmi-plan y < 0. Supposons donnée une
fonction f(z) continue dans D’, 4 valeurs réelles aux points de P’axe réel,
et holomorphe aux points de D’ olt » > 0. On va montrer qu’il existe dans
D une fonction holomorphe qui proloage f; une telle fonction est unique, en vertu
du principe du prolongement analytique (cf. chap. 1, § 4, n° 3).
Considérons dans D’ la fonction g(z) définie par la relation

22) =f@).

Cette fonction est continue dans D”, et on vérifie aussitét qu’elle est holo-
morphe en tout point de D”, non situé sur ’axe réel. La fonction £(z) égale &
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S (z) dans D’ et & g(z) dans D” est continue dans D et holomorphe en tout
point de D non situé sur I’axe réel. Elle est donc holomorphe en tout point
de D sans exception.

On observera que la fonction 4 prend des valeurs imaginaires conjuguées
(c’est-a-dire symétriques par rapport 4 I’axe réel) en deux points de D symé-
trique a I’axe réel. C’est pourquoi I’on donne 2 la construction précédente
le nom de « principe de symétrie ».

Exercices

1. a) Soit y un chemin différentiable par morceaux, et soit y son image
par l'application z —Z (symétrie par rapport & l’axe réel). Montrer

que, si f (z) est une fonction continue sur y, la fonction z — £ (Z) est continue
sur y, et on a

/;f(z)dz=/;ﬁ2—)dz.

b) En particulier, si y est le cercle unité, parcouru dans le sens direct, on a
R
f(2) dz=— SRz) 5
Yizi=1 |z1=1 4

2. Soit y un chemin continu (non nécessairement différentiable par
morceaux). Montrer que ’on a

_/:(‘”1"“”2):”[;“’1"”‘/;“’2’
faw=afo,

sl w;, wg, o sont des formes fermées, ae C. (Pour la définition du symbole

j o, voir Remarque, § 1, n° 5.)

3. Soit y un chemin différentiable par morceaux, dont I’image soit contenue
dans un ouvert D, et soit ¢(z) une fonction holomorphe dans D, & valeurs
dans un ouvert A (dans le plan de la variable complexe w). Montrer que
I' = ¢ oy est un chemin différentiable par morceaux, et que, pour toute
fonction continue f (w), on a

Jof @) dw = [ £(6@)¥'@ d.



Exercices*

Cette formule reste-t-elle vraie méme dans le cas ou y n’est plus néces-
sairement différentiable ?

4. Soient y le chemin (différentiable) : ¢ — y(t) = re*, o < t < 2,
et v, le chemin : ¢ — y.(¢) = (1 — 1/n)re", ¢ variant dans le méme inter-
valle. Montrer que si f(z) est continue dans le disque fermé |z| <7,
on a

[rastn [0

5. Montrer que, si f(2) est continue dans le disque fermé |z| <7, holo-
morphe dans le disque ouvert |z] <<, on a

f(2) =1 /; ﬂﬁdt pour tout |[z| <r,

2“1.; t|=rt —I
intégrale étant prise dans le sens direct.
6. Trouver un chemin ¢ — y(¢), ¢t variant dans [0, 2x], ayant pour image
Pellipse x2/a? 4 »%/b%2 = 1 dans le plan R2 (a, 4 > o). Calculer de deux
fagons différentes 1’intégrale f df, et déduire de 1a

i

/‘2“ dt _2x
o a®cos®t - b%sin?t  ab

7. Soit P,(t) =¢" 4 apyt" 1 + --- 4 a; un polynéme de degré n> 1,
a coefficients complexes, et soit y, I'image du cercle [¢| = R par I’application
t >z = P,(t). Montrer que, si R est assez grand, y; ne passe pas par
Porigine z = o, et que I’'on a I(yz, 0) = n; en conclure que P,(t) = o
a au moins une racine. (Montrer d’abord que, pour R assez grand, on a
[t"] > |@n—qt™1 + - - + ao] pour |t] > R. Utiliser ensuite la proposition 8. 3
du § 1, pour montrer que I(yg, 0) est égal a I’indice, par rapport a I’origine,
de 'image du cercle |¢| = R par ’application ¢ — ¢".)

8. Soit f(z) = u(x, ) + tv(x, ») une fonction holomorphe dans un ouvert
connexe D. Si on a

au(x, y) + bv(x, y) = ¢ dans D,

a, b et ¢ étant constantes réelles non toutes nulles, alors f(z) est constante
dans D.

9. Soit D un ouvert convexe dans le plan, et soit f (z) une fonction holo-
morphe dans D. Montrer que, pour tout couple de points a, beD, on
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peut trouver deux points ¢ et d sur le segment joignant a et b, tels que ’on
ait ' :
S(a) —f(b) = (a — b) Re(f'(c)) + i Im(f"(d)))-
(Considérer la fonction d’une variable réelle ¢ définie par
F(t) =f (b + (e — )t)/(a — b),
et appliquer le théoréme des accroissements finis aux parties réelle et imagi-

naire de F(t).)

10. Soit D un ouvert connexe, symétrique par rapport a I’axe réel, ayant
une intersection non vide I avec ce dernier. Toute fonction f(z) holo-
morphe dans D peut se mettre, d’une fagon et d’une seule, sous la forme :

S (2) = g(2) + ih(2) pour tout zeD,
ou g et & sont deux fonctions holomorphes dans D, réelles sur I. Montrer

qu’on a alors

ATZ) = g(2), hZ) = }H et f@ = g(2) — th(z), pour tout zeD.

11. Soient f et g deux fonctions holomorphes dans un ouvert connexe D
dans le plan, partout non nulles dans D; s’il existe une suite (a,) de points
de D, telle que

lim a, =a, aeD, a,#a pour tout n,

et que l'on ait

%‘%2 gg ((aan") pour tout n,

montrer qu’il existe alors une constante ¢ telle que f(2) = ¢g(z) dans D.

12. Soit ¢(z) une fonction continue sur le bord orienté I' d’un compact K.
Soit D I’ouvert complémentaire de I' dans C, et posons, pour zeD,

5@ = —(E)z az.

(i) Si on pose p = inf |{ — a|, pour a €D, montrer que z ! . pour (el
LEDr ' -

et |z — a| < r, avec 0 << r <C p, peut se développer en série entiére nor-
malement convergente suivant les puissances de (¢ — a); en déduire que
f (z) est analytique au voisinage de chaque ae D. (Cf. la démonstration du
théoréme 3, § 2.)
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(ii) Montrer que ’on a

S™(a) = n! P(T—i(s—))n;idC,

pour tout entier n > 1, aeD. (Cf. chapitre m1, § 1).
13. Soit f(z) holomorphe dans |z| << p;| montrer que, sio <7 <<p, ona
lim fz+ h) —fz) =f'(z)

h>0
0<thy<p—-r

uniformément pour |z| < r. (Ecrire en utilisant 12),

+ k) — t) dt
[z ;l S@) _ prip = sz. ()

—rt—2 — AE— )"

ou r' = (p+r)f2, |h|<<(r—r)j2=(p—r)/4 (par exemple), et en
déduire que, si M = supy, = | f(¢)|, on a

14. Si deux courbes fermées de C — {o} ont méme 1ndlce par rapport a o,
elles sont homotopes dans C — {o}.




‘CHAPITRE III

Développements de Taylor et de Laurent.

Points singuliers et résidus

80

1. Inégalités de Cauchy; théoréme de Liouville

1. EXPRESSION INTEGRALE DES COEFFICIENTS DE TAYLOR

On a vu (chapitre 11, § 2, n® 6, théoréme 3) que si f(z) est holomorphe
dans un disque ouvert D centré 4 l'origine, f(z) est la somme d’une série

entitre Y, 4,z" qui converge dans D.
n>=0

Les coefficients a, de cette série enti¢re sont donnés par la relation :

a, = ,% (o).
Autrement dit, les a, sont les coefficients du développement de Taylor
de f(z) a I’origine. Cette série entit¢re porte le nom de série de Taylor de
f(2). On se propose maintenant d’exprimer les coeficients a, par des
intégrales portant sur la fonction f.
Posons z = re®, pour o < r << p, ¢ désignant le rayon du disque D. On a

(1. 1) Sf(re®) = Y are?
n>=0

Si on fixe r, § étant variable, f(re") est unc fonction périodique de 9, et la
relation précédente donne le développement de Fourier de cette fonction.
On cobservera que dans ce développement ne figurent que les ¢ relatifs
a des entiers # > o. Or on sait que les coefficients du développement de
Fourier d’une fonction continue de période 2n s’expriment par des inté-
grales portant sur la fonction. Dans le cas présent la série (1. 1) converge
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normalement quand 6 varie, r étant fixé; on peut donc P’intégrer terme 2
terme et ’on obtient

I 2T ) o I 2m .
— e—in0f (rgid do = Z __f a,rPeip—n" de:

anJ, f ( ) >0 an 0 P H

dans le second membre, toutes les intégrales sont nulles sauf celle qui
correspond & p = n, et 'on obtient la formule fondamentale

27
(1. 2) ar” = QLf e~ (re*) do,
TJo

que ’on aurait aussi pu déduire de la relation (6. 1) du chapitre 1, § 2.
Cette expression intégrale fournit une majoration du coefficient a, : soit
M(r) la borne supérieure de | f(re®)| lorsque 8 varie, c’est-a-dire la borne
supérieure des valeurs de fsur la circonférence de rayon r. La valeur absolue
du second membre de (1. 2) est majorée par M(r), et la relation (1. 2) donne
donc Pinégalité fondamentale

(1.3) |an| <Mﬂﬂ, n entier > o.

Ces inégalités sont connues sous le nom d’inégalités de Cauchy.

2. THEOREME DE LI1OUVILLE
THEOREME. Une fonction f (2) holomorphe dans tout le plan et bornée est constante.

Démonstration. On applique I'inégalité (1. 3) 4 n’importe quel entier n > 1.
La quantité M(r) est, par hypothése, majorée par un nombre M indépen-
dant de r. On a donc

M

|anl < f_"

si grand que soit 7. Comme le second membre de cette inégalité tend vers o
quand 7 tend vers l'infini (n étant > 1), on voit que @, = o pour n > 1;
ainsi f(z) = a, est constante.

Application : théoréme de d’Alembert. On va montrer que tout polynéme a
coefficients complexes et non constant posséde au moins une racine complexe.
Soit P(z) un tel polynéme; raisonnons par I’absurde, en supposant que

P(z) 5 o pour tout z complexe. Alors la fonction P—I— est holomorphe
dans tout le plan. Elle est bornée; en effet (2)

P(2) = 82" + @_g2"~' 4 -+ +“o=zn<a" _,_a..z_, + +%'Q)’ 0
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tend vers I’infini quand |z| tend vers I’infini, donc il existe un disque compact

en dehors duquel l—l——l est borné; d’autre part .

P(2) P(z)
disque compact puisque c’est une fonction continue. Ainsi, P_I; est bornée

est borné sur ce

dans tout le plan, donc constante d’aprés le théoréme de Liouville. Il
s’ensuit que P(z) est une constante, contrairement i I’hypothése.

2. Propriété de moyenne; principe du maximum

1. PROPRIETE DE MOYENNE

Appliquons la relation (1. 2) du § 1 dans le cas particulier o » = o.
On obtient

N S P
a°_21:‘/; S(re®) do,

ou encore
1 2% o
(1. 2) f@:;ﬁfww&

Cette relation exprime que la valeur de f au point o est égale a la valeur

moyenne de f sur le cercle de centre o et de rayon r. Il s’ensuit, plus géné-

ralement, que si S est un disque fermé contenu dans un ouvert D ou f
est holomorphe, la valeur de fau centre du disque S est égale & la moyenne

des valeurs de f sur le cercle-fronti¢re de S (cette moyenne étant prise

par rapport a I’arc du cercle).

On dira qu’une fonction f; définie et continue dans un ouvert D, & valeurs

réelles ou complexes, possede la propriété de moyenne si, pour tout disque

compact S contenu dans D, la valeur de f au centre de S est égale 4 la

valeur moyenne de f sur le cercle-fronti¢re de S. Nous verrons plus tard

que les fonctions qui possédent la propriété de moyenne ne sont autres

que les fonctions harmoniques. Dés maintenant, nous pouvons dire que foute

Jonction holomorphe posséde la propriété de moyenne. 11 est clair que si une fonction

a valeurs complexes poss¢de la propriété de moyenne, il en est de méme

de sa partie réelle et de sa partie imaginaire. Donc la partie réelle et la
partie imaginaire d’une fonction holomorphe poss¢dent la propriété de

moyenne.

2. PRINCIPE DU MAXIMUM

Ce principe va s’appliquer & toute fonction (a valeurs réelles ou complexes)
qui posséde la propriété de moyenne (c’est-d-dire, comme on le verra
plus tard, aux fonctions- harmoniques).



§ 2. Propriété de moyenne; principe du maximum

TutorkME 1 (principe du maximum). Soit f une fonction continue (a valeurs
complexes) dans un ouvert D du plan C. Si f posséde la propriété de moyenne, et si | f|
posséde un maximum relatif en un point ae D (i. e. si | f (2)| < | f (a)| pour tout
z assez voisin de a), alors f est constante dans un voisinage de a.

Démonstration. Si f(a) = o, le théoréme est évident. Supposons donc
Jf(a) % o; en multipliant au besoin f par une constante complexe conve-
nable, on se rameéne au cas ou f (a) est réel > o, ce qu’on supposera désor-
mais.

Soit, pour r > o assez petit,

M(r) = sup|f (@ + e}

Pour r > o assez petit, on a M(r) < f (@) par hypotheése. De plus, d’aprés
la propriété de moyenne, on a

(2. 1) f@=$ﬂ?@+wum

d’olr f(a) < M(r), et par suite f (a) = M(r). Il s’ensuit que la fonction
8(z) = Re(f(a) —f(2))

est > 0 pour [z — a| = r assez petit, et que g(z) = o si et seulement si
f(z) =f(a). Daprés (2. 1), la valeur moyenne de g(z) sur le cercle

|t —al=r

est nulle; comme g est continue > o, ceci exige que g soit identiquement
nulle sur ce cercle, et par suite on a f(¢) = f(a) lorsque |z —a| =7
assez petit. C.Q.F.D.

COROLLAIRE. Soit D un ouvert borné et connexe du plan C. Soit f une fonction
(@ valeurs complexes) définie et continue dans Uadhérence D et possédant dans D la
propriété de moyenne; soit M la borne supérieure de | f (2)| quand z parcourt la
Srontiére de D. Alors :

i If R)I<M pour 2 D;
(i1) si | f(a)] = M en un point a e D, f est constante.

Démonstration. Soit M’ la borne supérieure de | f (z)| pour z €D, borne qui
est atteinte en un point au moins @ du compact D (puisque | f(z)| est conti-
nue). Si aeD, f est constante au voisinage de a, d’apres- le théoréme 1;
le théoréme 1 montre méme que I’ensemble des points de D ol f prend
la valeur f(a) est ouvert, et comme il est évidemment fermé et non vide,
cet ensemble est D tout entier (puisque D est connexe); puisque f est
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continue dans D, on a aussi f(z) = f(a) pour zeD, ce qui prouve que
M’ = M et démontre les assertions (i) et (ii). Il reste & examiner le cas ol
| f(a)| % M’ en tout point ae D; mais alors M = M’ (ce qui prouve (1)),
et (ii) est trivialement vrai puisqu’on n’a |f(a)| = M en aucun point a
de D.

Remarque. Le principe du maximum s’applique notamment dans le cas
suivant : si une fonction fest continue dans un disque fermé et holomorphe
A lintérieur du disque, la borne supérieure de | f| sur le bord du disque
majore | f| & Pintérieur du disque. En particulier, dans les inégalités de
Cauchy (1. 3), M(r) est non seulement la borne supérieure de | f (z)| pour
|zl = r, mais aussi pour |z]| < 7.

3. Lemme de Schwarz

TuéoriME (lemme de Schwarz). Soit f(z) une fonction holomorphe dans le
disque |z| << 1. Supposons

fl0) =0, [fRI <1 pour |2| <1

Alors : 1° 0n a | f(2)| < |z| pour |2] < 1;
20 si, pour un 2 7 0, on a Uégalité | f(2o)| = |2o|, alors on a identiquement

f(R)=%x =1

Démonstration. Dans le développement de Taylor f(z) = 2 a,2", le coefhi-

cient a, est nul, puisque f(0) = o. Il s’ensuit que f () /z est holomorphe
pour |z| < 1. Puisque |f(z)| <1 par hypothése on a

’f;(z)‘<—£- pour |2 =r.
z r

Cette inégalité vaut aussi pour |z| < r en vertu du principe du maximum.
Si on fixe z dans le disque |z| <<1,0n a | f(2)] <J%I- quel que soit 7 > |z]

et < 1. A la limite on a donc | f(z)| < ||, ce qui établit I’assertion 1° de
Pénoncé. Si on a | f(20)| = |z¢| pour un z, 5 o, la fonction holomorphe
f(2)/z atteint la borne supérieure dé son module en un point intérieur au
disque |z| << 1; donc, d’apres le principe du maximum, cette fonction est
constante et I’on a donc identiquement f(2)/z = A, |A| = 1. Ceci achéve
la démonstration.
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4. Développement de Laurent

1. SERIES DE LAURENT

On consideére ici des séries entiéres formelles Za,.X", ou la sommation

n

(formelle) porte sur tous les entiers n positifs, négatifs ou o. A une telle

série associons les deux séries formelles (au sens ordinaire) Y a,X" et
n>0
\] . .
Y a,X—". Soient py €t 1/p, les rayons de convergence de ces deux séries.
n<0 '

Considérons les séries convergentes

(1. 1) Silz) = go a2 pour |2 <p1
(1.2) fid) = T azr  pour  >pe

Montrons que f,(z) est une fonction holomorphe de z. Posons z = 1[u; la
fonction

gu) = 2 a_,ut
n>0

est holomorphe pour |ul < 1/p,, €t sa dérivée est donnée par la formule
g = X na_ut
>0

Le théoréme de dérivation d’une fonction composée montre que f,(z)
admet une dérivée égale a
fiz) = —=58'(1/z) = 2 nazn-L
4 n<0
Ainsi la série (1. 2) est dérivable terme & terme pour |z| > p,. Supposons
désormais que p, << p,. Alors la somme f(z) de la série

(I ¢ 3) 2 anzn
—owon+ o
est holomorphe dans la couronne circulaire p, << |z| << p;, et sa dérivée
f'(2) est la somme de la série Y, na,z" ! obtenue en dérivant terme 4 terme.

La série ), a,2" prend le nom de série de Laurent dans la couronne p,<<|z|<<p;-

Dans tout ce qui précéde on n’exclut pas le cas ol p, = 0, ni le cas ol1
p1 = + . La convergence de la série (1.3) est normale dans toute
couronne r, < |2| < r; quels que soient r; et r, tels que

P T2 <1y < pye
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2. DEVELOPPEMENT EN SERIE DE LAURENT D’UNE FONCTION HOLOMORPHE
DANS UNE COURONNE

Définition. On dit qu’une fonction f(2), définie dans une couronne

pa <12 <o
est développable en série de Laurent dans cette couronne, s’il existe une série
de Laurent Y a,2* qui converge dans cette couronne et dont la somme

soit égale 4 f (z) en tout point de la couronne.
D’aprésle no 1, f(z) est alors holomorphe dans la couronne et la convergence
est normale dans toute couronne fermée r, < |z| < r; telle que

pe 7y <11 < pys

de plus on va montrer que la série de Laurent, si elle existe, est unique.

En effet, posons z = re® (p, << r << py); en intégrant terme a terme, par
rapport a 6, le développement normalement convergent

S (re®) = > a,re™ )

—oon + o

on obtient, exactement comme au § 1 (n° 1), la formule intégrale
LI ;
(2. 1) ar" = 2—“f e~ f(re®) de, n entier > o ou << 0.
0

On voit que la fonction f étant donnée, les coefficients a, du développement
de Laurent de f; si un tel développement existe, sont déterminés de maniére
unique par la relation (2. 1). OnI’appelle le développement de Laurent de f

TutorEME. Toute fonction f (z) holomorphe dans une couronne p, < |2| <pq st
développable en série de Laurent dans cette couronne.

Démonstration. Donnons-nous deux nombres 7, et ry tels que
Pl 1 <y < P1-

On va montrer qu’il existe une série de Laurent qui converge normalement
dans la couronne r, < |2| < r, et dont la somme est égale A f (z) dans cette
couronne. En vertu de unicité du développement de Laurent, qui résulte
de la formule intégrale (2. 1), la série de Laurent ainsi obtenue ne dépendra
pas du choix de r, et r,. Donc cette série de Laurent convergera vers f (z)
dans toute la couronne p, << [2| << py, ce qui démontrera le théoréme.

Les nombres r, et r, étant choisis, soient r| et r; deux nombres tels que
pe < 1y <1y <1y <1 <<p;. Considérons la couronne compacte

Rl <
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dont le bord orienté est la différence du cercle y, de centre o et de rayon 7{
parcouru dans le sens direct, et du cercle y, de centre o et de rayon r)
parcouru dans le sens direct. D’aprés la formule intégrale de Cauchy
(Chapitre 11, § 2, théoréme 5), on a, pour r, < [2| < 1y,

_ _ 1 rf@a
(2. 2) f@) szf t—Z omiJy, t—2
Considérons la premiére intégrale; on a |¢| = r| et |z| < r; < r{; on peut
donc écrire le développement en série

| S 2"
t’_z n}Otn-"l

qui converge normalement quand ¢ décrit le cercle de centre o et de rayon r{.
Remplagons dans la premiére intégrale t_I_z par cette série; en vertu de la

convergence normale on peut intégrer terme i terme, d’out

1 f(t) dt
2. _— = az"
(2. 3) por B ;o
en posant

(2. 4) a, = L) dt n>o.

ani),, t"+1’

Considérons maintenant la deuxi¢me intégrale; on a

tl=r et |d>r>n

d’ou

Dans la deuxi¢me intégrale on remplace ; ! p; par cette série; et puisque

cette série converge normalement, on peut intégrer terme 4 terme, d’oll
I t)dt
(2‘ 5) - ﬁ_)— = 2 2",

2'ui Te t—z n<o0
en posa.nt

(2. 6) o =L (L4

. )
amni J,, "+t

Finalement la relation (2. 2) montre que 'on a

f@= 2 axr pour r<Rkl<n,

—onl+xo

la convergence étant normale. Le théoréme est ainsi démontré.
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3. DECOMPOSITION D’UNE FONCTION HOLOMORPHE DANS UNE COURONNE

ProposITION 3. 1. Etant donnée une fonction f(2) holomorphe dans une couronne
ps << 12| << pys il existe une fonction fy(z) holomorphe dans le disque 2| << py
et une fonction fo(z) holomorphe pour |zj > p,, telles que Pon ait

(4- 1) [ (2) = f1(2) + fa(2)-

Cette décomposition est unique si on astreint la fonction f, & tendre vers o quand |z|
tend vers .

En effet, soit f(2)= %  a.z" le développement de Laurent de f.
Posons —e<n+oe
(4- 2) [iR) = ez, folz) = 2 az
n=0 a0

La relation (4. 1) est évidemment satisfaite, et | f(z)| tend vers o quand |z|
tend vers . Supposons que ’on ait une autre décomposition

S (2) = £1(2) + g2(2),

et montrons que f; = g, f3 = g,. Soit & la fonction holomorphe égale a
Jfi— g, pour |z| <<p, et égale & g, — f, pour [z] > p,; cette fonction £
est holomorphe dans tout le plan, et tend vers o quand |z| tend vers c.
En vertu du principe du maximum (§ 2, n° 2), la fonction % est identi-
quement nulle. C.Q.F.D.

4. INfcaLITES DE CAUCHY; APPLICATION A L’ETUDE D’UN POINT SINGULIER
ISOLE

Considérons la formule intégrale (2. 1). Si M(r) désigne la borne supérieure
de | f(2)| pour |z| =7, le second membre de (2. 1) a son module majoré
par M(r), d’ou l’inégalité de Cauchy

(4. 1) |@a| <M,..Q’ n entier >0 ou <o.

Considérons une fonction f(z) holomorphe dans le disque pointé
0 < |z| < p. Demandons-nous si cette fonction peut se prolonger en
une fonction holomorphe dans tout le disque |z| <<p, centre inclus. Ce
prolongement, s’il existe, est évidemment unique (en vertu du principe
du prolongement analytique, ou, plus simplement ici, pour une raison de
continuité).

PROPOSITION 4. 1. Pour que le prolongement soit possible, il faut et il suffit que
la fonction f(z) soit bornée au voisinage de o.
Cette condition est évidemment nécessaire. Montrons qu’elle est suffi-
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sante. Dans le disque pointé o < |z]| << p, la fonction f est développable

en série de Laurent 2 a,z". Par hypothése il existe un nombre
—on+ o
M > o qui majore | f(z)| pour |z| = r assez petit, quel que soit 7. D’aprés

Pinégalité de Cauchy (4. 1), on a

Jau] <
si petit que soit 7, et pour n << o ceci entraine a, = 0. Donc le dévelop-
pement de Laurent de f'se réduit & une série de Taylor, et celle-ci définit le
prolongcment cherché de f(z).

Définition. Soit f(z) une fonction holomorphe dans le disque pointé
0 << |[z]| <<p. On dit que ’origine o est un point singulier isolé de fsi la fonc-
tion f ne peut pas se prolonger en une fonction holomorphe dans le
disque tout entier |z| << p.

Une condition nécessaire et suffisante pour que o soit un point singulier
isolé est que les coefficients @, du développement de Laurent ne soient pas
tous nuls pour n << 0. On voit que deux cas sont possibles :

1€T ¢as : il n’existe qu’un nombre fini d’entiers n < o pour lesquels a, # o.
Dans ce cas il existe un entier positif n tel que z%f (z) soit une fonction

2(2) holomorphe au voisinage de I’origine. Donc f(z) —-gi;l est méro-
morphe au voisinage de I’origine.

2¢ cas : il existe une infinité d’entiers n << o tels que a, % 0. Dans ce cas
la fonction f(z) n’est pas méromorphe au voisinage de lorigine.

Définition. Dans le premier cas on dit que le point o est un péle de la fonction
Jf; dansle second cas on dit que o est un point singulier essentiel de la fonction f.

TuaéorEME (Weierstrass). Si o est un point singulier essentiel isolé d’une fonction
S(2) holomorphe dans un disque pointé o << |z| << s, alors, pour tout <> o,
Pimage du disque pointé o << |z| << < par f est dense dans le plan C.

Démonstration. Raisonnons par I’absurde et supposons qu’il existe un disque
de centre a et de rayon r > 0 qui soit extérieur & I’image du disque pointé
0 < |z| < : par f. On aurait donc

(4-2) If(R) —al>r pour o<l|z|<e.

La fonction g(z) = seraxt holomorphe et bornée dans le disque

f()

pointé o < |z] <C :. D’apres la proposition 4. I, cette fonction se prolon-
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gerait en une fonction holomorphe dans le disque |z| < ¢, fonction notée

U

serait aussi méromorphe, ce qui contredit I’hypothése

encore g(z). Alors ——

fR) =a+— ()

suivant laquelle o est un point singulier essentiel de f(2).

serait méromorphe dans le disque |z| <e, et

Remarque. Le cas d’un point singulier essentiel z, se raméne évidemment
au cas ol gy = 0, en remplagant Z par Z — 2.

Signalons sans démonstration le théoréme suivant, beaucoup plus précis
que le théoréme de Weierstrass :

TuEoREME DE FICARD. Si 0 est un point singulier essentiel isolé de la fonction
holomorphe f(2), alors image par f de toute couronne o <<|z|<<e est le plan C
tout entier ou le plan G privé d’un seul point.

Exemple. La fonction ¢! = E — — est holomorphe dans le plan pointé
o0l

Z # o, et elle admet ’origine comme point singulier essentiel puisque le

coefficient de zl— est 5 0 pour tout n > 0. Cette fonction ne prend jamais

la valeur o; 4 titre d’exercice on montrera qu’elle prend toute valeur
# o dans tout disque pointé 0 < [z <.

5. Introduction du point & I'infini. Théoréme des résidus

1. SPHERE DE RIEMANN

Dans I’espace R?, notons x, y, u les coordonnées d’un point et considérons
la sphére-unité S, :

24 4=

Munie de la topologie induite par celle de I’espace R?, la sphére §, est
un espace compact, puisque S, est un sous-ensemble borné et fermé de
R3. Soient P et P’ les deux points de S, dont les coordonnées sont respecti-
vement (0, o, 1) et (0, 0o, — 1). Considérons la projection stéréographique
de pole P. Elle associe & tout point M de 8, distinct de P le point du plan
u = o aligné avec P et M. Son affixe complexe z est donnée par la formule

x iy
T

(1. 1) g=""

ou x, y, u sont les coordonnées du point M.
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Considérons de méme la projection stéréographique de péle P’, et prenons
le point du plan # = o imaginaire conjugué du point transformé de
M(x, y, u) par cette projection stéréographique. Son affixe complexe 2z est
donnée par la formule

l_x_i)’

14+ u

On observera que, pour tout point M(x, y, #) distinct de P et P’, on a,
entre les nombres complexes z et 2’ correspondants, la relation

(1. 2) z

(1.3) 22 =1.

L’application (x, y, 4) — 2z est un homéomorphisme de S, — P sur G;
on dit que l’'on a une carte de S;— P sur le plan complexe G. De méme
Papplication (x, y, u) — 2’ est une carte de S;— P’ sur le plan complexe C.
Munie de ces deux cartes, S, s’appelle la sphére de Riemann.

Soit D un ensemble ouvert de S,. On dit qu’une fonction f définie dans D
est holomorphe dans D si, au voisinage de tout point M eD distinct de P,
elle s’exprime comme fonction holomorphe de z, et si au voisinage de tout
point M e D distinct de P’, elle s’exprime comme fonction holomorphe de
Z'. Observons qu’au voisinage d’un point distinct de P et de P’, toute fonc-
tion holomorphe de z est une fonction holomorphe de 2’ et réciproquement,
grice A la relation (1. 3). Grace a la relation (1. 1), nous identifierons
toujours le plan complexe G 4 la sphére S, privée du point P. On voit que
S, est obtenue en adjoignant A C un « point 4 'infini ». Pour étudier une
fonction au voisinage du point 4 infini P, on utilisera la variable complexe
Z' = 1/z, qui s’annule au point P. Dans G, les ouverts |z| > r forment un
systtme fondamental de voisinages du point a I'infini. Une fonction f ()
définie dans un tel ouvert est « holomorphe a P’infini » si, par le change-
ment de variable z = 1/Z/, elle s’exprime comme fonction holomorphe de
Z pour |Z]| < 1fr.

De méme, une fonction f(z) sera méromorphe & Uinfini si elle s’exprime
comme fonction de 2’ méromorphe au voisinage de 2z’ = o. Enfin, une
fonction f(z) holomorphe pour |z| > r admet le point 4 'infini comme
point singulier essentiel isolé si la fonction f(1/z') admet Porigine 2’ = o
comme point singulier essentiel isolé. Si

fR) = Daz

est le développement de Laurent de f (z) pour |z| > r, une condition néces-
saire et suffisante pour que le point 4 I’infini soit un péle de fest que @, = o
pour tous les entiers # > o sauf un nombre fini d’entre eux; la condition
pour que le point & I'infini soit un point singulier essentiel est qu’il existe
une infinité d’entiers n > o tels que a, 5= o.
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Sur la sphére S, on a la notion de chemin différentiable, de chemin fermé, de
bord orienté d’un compact.

2. THEOREME DES RESIDUS

Considérons d’abord une fonction f(z) holomorphe dans une couronne
ps < |2] << p; centrée & I’origine.

ProPosITION 2. 1. % vy est un chemin fermé contenu dans une telle couronne, on a

(2. 1) = fY f(2) dz = 1(y, 0) a_y,

o I(y, o) désigne lindice du chemin vy par rapport & Uorigine o, et a_, est
le coefficient de 1]z dans le développement de- Laurent de. f.

Démonstration. On a

fz) =a_i/z+g(2),

2() = X a"
nFf—1

est holomorphe dans la couronne et y admet une primitive égale a

an n+1
n;_jn“"lz (cf. § 4,n° 1).
On a donc la relation
(2. 2) [F@dz=a [ defz+ [ ole) dz.
Y Y Y
Or f g(2) dz =0 puisque g admet une primitive,
¥

f dz|z = 2mi 1(y, o) d’aprés la définition de Pindice.
1

Ces deux relations, jointes & (2. 2), donnent (2. ).

La formule (2. 1) s’applique notamment lorsque la fonction f admet
Porigine o comme point singulier isolé (pdle ou point singulier essentiel).
Dans ce cas, y désigne un chemin fermé dans un voisinage de o, ne passant
pas par o. Le coefficient a_,; du développement de Laurent de f s’appelle
alors le 7ésidu de la fonction f au point singulier o. En particulier, si v est
un cercle de centre o et de petit rayon parcouru dans le sens direct, on a

(2-3) /;f(z) dz = 2mid_,.

On définit de méme le résidu en un point singulier isolé situé en n’importe
quel point du plan complexe C.
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La définition du résidu au point & Uinfini nécessite une convention spéciale :
soit f (z) une fonction holomorphe pour |z| > r. Posons z = 1/z’; on a
@) de=—5f (%) e
4 4

Par définition, le résidu de f au point & 'infini est égal au résidu de la

. I I
fonction —f 7 2
pement de Laurent de f(z) au voisinage du point 4 infini, le résidu de f
a linfini est — a_1.

au point 2z’ = o. Donc si Y a,z" est le dévelop-

THEOREME DES RESIDUS. Soit D un ouvert de la sphére de Riemann S, et soit f une

Jonction holomorphe dans D sauf peut-étre en des points isolés qui sont singuliers
pour f. Soit T' lz bord orienté d’un compact A contenu dans D, et supposons que T
ne contienne aucun point singulier de f, ni le point & Uinfini. Les points singuliers
Z,, contenus dans A sont alors en nombre fini, et on a la relation :

(2. 4) [ (@) de = ani(SRes (/; 20),

o Res ( f, zi) désigne le résidu de la _fonction f au point z,; la sommation est étendue
a tous les points singuliers z.€ A, y compris éventuellement le point & Dinfini.

Démonstration. Distinguons deux cas, suivant que le point & I'infini appar-
tient ou non a A.

Figure 4
N. B. La partie hachurée représente le complémentaire du compact A.

1* cas : le point & l'infini n’appartient pas 4 A; A est donc un compact
(borné) du plan G (Cf. fig. 4); chaque point singulier z, est le centre d’un
disque fermé 3, intérieur & A, et I’on peut choisir les rayons de ces disques
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assez petits pour que ces disques soient deux A deux disjoints. Soit v le
bord du disque 3, parcouru dans le sens direct.

Soit A’ le compact obtenu en enlevant de A les intérieurs des disques
précédents; le bord orienté de A’ est la différence de I' (bord orienté de A)
et des cercles y, Puisque f est holomorphe au voisinage de A’, on a
(Cf. chapitre 1, § 2, n° 8, théoréme 5)

(2.5) [if@dz=3 [ 1) de

D’autre part, d’aprés (2. 3),

fT £(2) dz = 2mi Res (f 22),

et en portant cela dans (2. 5), on obtient la relation (2. 4) & démontrer.

2° cas : le point & Pinfini appartient 4 A. Soit |z| > r un voisinage du point
A linfini qui ne rencontre pas I' et tel que f(z) soit holomorphe dans ce
voisinage (point a I’infini éventuellement exclu). Soit A" le compact obtenu
en enlevant de A ’ensemble ouvert |z| > r (cf. fig. 5). Le bord orienté de A"

Figure 5
N. B. La partie hachurée représente la complémentaire de A.

est la somme du bord orienté I' de A et du cercle |z| = r parcouru dans le
sens direct. En appliquant 4 A” ce qu’on vient de démontrer dans le premier
cas, on obtient

(2. 6) ﬁ @) dz+ f. _S@de= 2wi§Res fs 2,

la somme du second membre étant étendue a tous les points singuliers z;
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contenus dans A et auires que le point & Uinfini. D’autre part, d’apres la défi-
nition du résidu a l’infini, on a ‘

Lo B) de = —2mi Res (f, ),
et en portant ceci dans (2. 6) on obtient :
J;f(z) dz = omi (Res (f, ©) + ,E.Rcs 5 z,,))

ce qui n’est pas autre chose que la relation (2. 4) & démontrer lorsque le
point & Pinfini est I'un des points z;.

Remarque. Considérons en particulier le cas ol le compact est la sphére S,
tout entiére. Dans ce cas le bord est vide, et la relation (2. 4) se réduit a :

(2. 7) %Res (fs zx) =o.

Par exemple, la somme des résidus d’une fraction rationnelle (y compris le résidu
a Pinfini) est nulle.

3. CALGUL PRATIQUE DES RESIDUS

Cas d’un péle simple a distance finie. Soit z, un pole simple de f; on a donc

f(z)

= Zo &8(z),
ou g est holomorphe au voisinage de z,, avec g(z,) # o. Soit
82) = D a(z—2zo)"
n=0

le développement de Taylor de g(z) au voisinage de z,; on voit que,

dans le développement de Laurent f(z), le coefficient de est égal
4 g(2). On a donc T %o
(3-1) Res (f, 29) = lim (2 —20) f(2)-

-;£ 0

Si fest donnée sous la forme d’un quotient P/Q , P et Q) étant holomorphes
au voisinage de z,, et z, étant un zéro simple de Q avec P(zy) 5% o, on a

(3.2) Res (f; 20) = icoh,
Q' désignant la dérivée de Q.
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ei:
2+1

z=1==1; on a P/Q' = Qle"’, et pac suite le résidu de f au poéle 7 est
. 4

Exemple. Soit f(z) = ; la fonction poss¢de deux poles simples

R i
égal a —

fz-—l—on"‘g(Z)’ ou g(z) est holomorphe
au voisinage du point z,, avec g(z,) # 0. Le résidu de f(z) est égal au
coefficient de (7 — z,)¥~1 dans le développement de Taylor de g(z) au point
Zo- Tout revient donc a calculer un développement limité de g(z). Pour cela,
il est souvent commode de prendre comme nouvelle variable ¢ = z — 2,.

Cas d’un péle multiple. Soit f(z) =

Exemple. Soit f(z) = Soit & calculer le résidu de f(z) au pole

eiz
22+ 1)?
double z = 7. On a ici
. eiz
8) = 2(z +19)¥

Posons z = i + ¢, et cherchons le coefficient de ¢ dans le développement de

Taylor de
£+

N

Il suffit d’écrire le développement limité de degré 1 de chacun des termes

e+ — e—l(l -+ lt+ )’
(4 )= = — (1 — it)~ = — (1 it + ),
(2i + t)-2 = —%(1 —%t>_2 = —%(1 it 4 ).

h(t) =;’-e(x + it + ),
et le résidu cherché est ——‘—f;

Application : résidu d’une dérivée logarithmique. Soit f(z) une fonction méro-
morphe au voisinage de z,. On se propose de calculer le résidu de la
dérivée logarithmique f’/fau point z4. On a

f(R) = (2—20)*2(2),

ol g est holomorphe au point z,, g(z,) # 0; l’entier k est > o si f est
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holomorphe en zy, £ << o0 si z, est un. pdle de f; prenant la dérivée
logarithmique des deux membres, on obtient

S

donc f'[ f admet zy pour péle simple, et le résidu de ce péle est égal & Uentier K,
ordre de multiplicité¢ du zéro ou du péle z, (compté positivement s’il s’agit
d’un zéro, et négativement s’il s’agit d’un pole).

4. APPLICATION A LA DETERMINATION DU NOMBRE DES POLES ET DES ZEROS
D’UNE FONCTION MEROMORPHE

PROPOSITION 4. 1. Soit f(2) une fonction méromorphe non constante dans un
ouvert D, et soit T le bord orienté d’un compact K contenu dans D. Supposons que
la fonction f n’ait pas de péle sur T' et n’y prenne pas la valeur a. On a alors :

I fR)d -,
(4. 1) Q—m.frf—é)—ga_z P,

o0 Z désigne la somme des ordres de multiplicité des racines de I’équation

fR)—a=o

contenues dans K, et ou P désigne la somme des ordres de multiplicité des poles de f
contenus dans K.

C’est une conséquence immédiate du théoréme des résidus, et du calcul

(2

SR —
En particulier, lorsque f est holomorphe, l’mtégrale du premier membre
de (4. 1) est égale au nombre des zéros de f(z) — a contenus dans K,
étant entendu que chaque zéro est compté un nombre de fois égal a son
ordre de multiplicité.
On observera que la valeur de l'intégrale du premier membre de (4. 1)
est égale au quotient par 2n de la variation de I’argument de f(z) — a lorsque z
décrit le chemin fermé T" (Cf. chapitre 1, § I, n° 5).

explicite des résidus de la fonction

PROPOSITION 4. 2. Soit z, une racine d’ordre k de Iéquation f(z) = a, f éiant
une fonction holomorphe -non constante au voisinage de z,. Pour tout voisinage V
assez petit de z,, et pour tout b assez voisin de a et # a, I’équation f(2) = b posséde
exactement k solutions simples dans V.

En effet, soit y un cercle de centre 2, et de rayon assez petit pour que z,
soit I'unique solution de I’équation f(z) = a contenue dans le disque
fermé de bord y. Supposons de plus que le rayon de y soit assez petit pour

97



98

I11. Développements de Taylor et de Laurent. Points singuliers et résidus

que f'(z) soit % o en tout point du disque auire que le centre z,. Consi-
dérons lintégrale

1 f'(R)dz
(4. 2) —- .
ant ), f(2) —b
On sait que (4. 2) reste constant lorsque b varie dans une composante
connexe du complémentaire de I’image de y par f (Cf. chapitre 1, § 1,

n° 8). Donc, pour tout b assez voisin de ¢, on a

1 f2)dz _ /’ f(2)dz _
oni Yf(z)—b 2ni f(z)—a

et par suite 1’équation f(z) = b posséde exactement k racines a I'intérieur
de v, si 'on compte chaque racine avec son ordre de multiplicité. Mais
pour b 5 a et assez voisin de g, les racines de I’équation f(z) = b sont toutes
simples, car la dérivée f'(z) est 5% o en tout point z assez voisin de z,
et # z, La proposition 4. 2 est ainsi démontrée.

5. APPLICATION AUX FONCTIONS DOUBLEMENT PéRIODIQUES

Soient e, et ¢, deux nombres complexes linéairement indépendants sur le
corps réel R, c’est-a-dire tels que e, 54 0 et que le quotient ¢,/e; ne soit pas réel.
Tous les vecteurs de la forme n.e, -+ nye, ol n; et n, sont des entiers
arbitraires, forment un sous-groupe discret Q du groupe additif du corps C.
On dit qu’une fonction f(z) définie dans le plan admet le groupe Q comme
groupe de périodes si 'on a

(5. 1) Flz+ mey+ ) =f(2)  pourtoutz,

quels que soient les entiers n; et n,. Pour cela il faut et il suffit que I’on ait

(5-2) fz+e) =12, [flz+e)=sf(2)

Soit z, un nombre complexe quelconque. Considérons le parallélogramme
(fermé) ayant pour sommets Zzq, Zo + €3, Zo + €2, 2o + € + €5 Il se
compose de tous les points de la forme z4 + t¢; + 2565, ou 0 < ¢, K 1,
0 <t < 1. Un tel parallélogramme s’appelle un parallélogramme de
périodes ayant pour premier sommiet z,. Soit maintenant f(z) une fonction
méromorphe dans tout le plan et admettant le groupe Q comme groupe
de périodes. Choisissons z, de fagon que f(z) n’ait pas de péle sur le bord y
du parallélogramme de périodes ayant pour premier sommet Z,. On

peut considérer P’intégrale f f(2) dz, dont la valeur est nulle & cause de la
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périodicité; en effet

/;f(z) de = /:[f(zo + tey) —f (2o + €3 + tey)] dt
+ f; [f(Zo + ey + tey) — f (2o + teg)] dt.

Appliquant ce résultat & la dérivée logarithmique f'/f, et compte tenu
de la proposition 4.1, on obtient :

PROPOSITION 5.1. 57 f(2) est une fonction méromorphe dans tout le plan, non constante, et
admettant le groupe L2 comme groupe de périodes, le nombre des zéros de cette fonction con-
tenus dans un parallélogramme de périodes est égal au nombre des péles contenus dans
le méme parallélogramme, si f n’admet ni zéro ni pole sur le bord de ce parallélogramme.

CoRrOLLAIRE. Une fonction holomorphe dans G et admettant Q comme groupe de
périodes est constante.

Sinon, le nombre des zéros de f (z) — a devrait étre égal au nombre des
poles, donc nul; et ceci pour tout a, ce qui est absurde.

Considérons maintenant la fonction zf'(z)/(f(z) — a). Cette fonction
n’étant pas périodique, on ne peut plus affirmer que son intégrale sur le
bord y d’un parallélogramme de périodes est nulle. On va montrer que la
valeur de Pintégrale

ani), (@) —a

appartient au groupe de périodes Q. En effet, elle est égale a

Zgz.zdz _Lf
2m wf(g)—a ' 2mi ,f(z)——a

v1 désignant le c6té du parallélogramme d’origine z, et d’extrémité z, -+ ¢;,

et y, désignant le coté du parallélogramme d’origine Zo et d’extrémité
!

Zo + ¢3. Or les intégrales — M [(z) dz ont pour

2ni f@)—a © 2mi)y fR)—a
valeurs des nombres entiers. D’autre part, I’intégrale (5. 3) est égale A la

somme d=s résidus de'la fonction zf'(z)/(f(z) —a). Calculons ces résidus.
Les péles sont tout au plus les péles de f(z) et les zéros de f (z) — a. Si
B: est un pole, le résidu pour ce péle est égal & — kB, k désignant son ordre
de multiplicité. De méme le résidu d’un zéro =z, de f(z) — a est égal a
ka;, k désignant son ordre de multiplicité.

En résumé, on obtient :

ProOPOSITION 5. 2. Soit f(z) une fonction méromorphe dans tout le plan, non
constante, et admettant le groupe Q comme groupe de périodes. Pour tout nombre
complexe a, on a

Sau=Y B: mod. Q,
i i
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oit les a; désignent les racines de Uéquation f(z) = a (chacune d’elles étant comptée
autant de fois que exige son ordre de multiplicité) et les B, désignent les péles (chacun
étant compté avec son ordre de multiplicité), contenus dans un parallélogramme de
Dbériodes.

" En particulier, la somme ), » prise modulo  est indépendante de a.

1

6. Calcul d’intégrales par la méthode des résidus

On se propose de calculer des intégrales définies sans expliciter une primitive
de la fonction sous le signe d’intégration, mais en interprétant la valeur
de Pintégrale comme somme des résidus relatifs & des points singuliers
d’une fonction holomorphe convenablement choisie. Il n’y a pas de méthode
générale permettant de traiter ce probléme. Nous allons nous borner
considérer quelques types classiques et 4 indiquer, pour chacun d’eux, quel
est le procédé qui permet de transformer le probléme en un calcul de résidus.

1" type. Considérons une intégrale de la forme
2%
I= [ R(sin ¢, cos t) dt,
o

ou R{(x, y) désigne une fonction rationnelle n’ayant pas de pdle sur le
cercle x2 4+ »2 = 1. Posons ¢* = z; lorsque ¢ croit de o & 2=, z décrit le
cercle-unité. Donc I est égal au produit par 2=i de la somme des résidus

de la fonction

I I 1\ 1 I

iz R(3 <Z_ z)' ?(z +?>>
aux poles contenus dans le disque-unité.
On a donc

1= 21:2Res3%R<2%.(z-—-§-)' L(e+3)) g

la somme étant étendue aux pdles contenus dans le disque-unité.

o
Exemple. Soit I = f —d—t.—~ ol a désigne un nombre réel > 1. On a
o a-+sint
I= . S
I= 21:2Resz2 T —1
Le seul péle z, contenu dans le disque-unité est 2o =—ia + iVa®—1;
le résidu est —— = —= dott T =-=22_.
Zo+a \/az——l’ Vat —1
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2° type. Considérons une intégrale de la forme

1= f *:R(x) dx,

ou R est une fonction rationnelle n’ayant pas de poéle réel. On doit supposer
en outre que l’intégrale est convergente; pour cela il faut et il suffit que la
partie principale de R(x) a I’infini soit de la forme L..’ Pentier n étant > 2.
Une condition équivalente est la suivante

(2. 1) lim xR (x) =o.

o]

Pour calculer I'intégrale I on va intégrer la fonction R(z) de la variable
complexe z sur le bord y d’un demi-disque de centre o, de rayon 7, situé
dans ie demi-plan y > o (fig. 6). Pour r assez grand la fonction R(z) est

y

o Yy (r,0) x
Figure 6

holomorphe sur le bord y et ’intégrale / R(z) dz est égale & la somme des
résidus des poles de R contenus a I’intérieur de y. On a donc

@9 [TRed+ [ R()de=2mi NRes (R(2),

ou 3(r) désigne la demi-circonférence de centre o et de rayon r parcourue
dans le sens direct, et ol la sommation est étendue aux résidus des poles
situés dans le demi-plan y > o.

Lorsque r tend vers + oo, la premiére intégrale du premier membre de
(2. 2) tend vers I; on va montrer que la seconde intégrale du premier
membre de (2. 2) tend vers o. Il en résultera

(2.3) jrmR(x) dx = 2mi D Res (R(2)),

o0

la somme étant étendue 2 tous les poles de R situés dans le demi-plan
supérieur » > o. On verrait de méme que

f: "R(x) dr = — 2mi S Res (R(2)),

1
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la somme étant étendue cette fois 4 tous les poles du demi-plan inférieur

ry<<o.
Il reste & prouver que /; R(z) dz tend vers o quand r tend vers + o.
(r)

Cela résulte aussitét du lemme suivant :

LeEMME 1. Soit f(2) une fonction continue définie dans un secteur
0; <8< 0y

r et § désignant le module et I'argument de z. Si

|l|im 2f(2) =0 (8;<argz < 6y),

alors Uintégrale | . f(2)dz étendue & Varc de cercle de centre o et de rayon r contenu

dans le secteur, tend vers o lorsque r tend vers + =x.
En effet, soit M(r) la borne supérieure de |f(2)| sur ’arc de cercle
|2l =7.0n a

[ de| < M) 10, — 9,

et le lemme en résulte aussitot.
On démontrerait de la méme maniére le lemme suivant :

LemME 2. Soit f (2) une fonction continue définie dans un secteur
0l < 6 < 02,
r et § désignant le module et I’argument de z. Si

lino1 z2f(z) =o0 (6, < arg 2 < 0y),

alors Dintégrale f S (2) dz étendue & Uarc de cercle de rayon r contenu dans le secteur,

tend vers o lorsque r tend vers o.

Exemple. Soit & calculer I'intégrale

+ 00 dx
I_/; I+x"'

posseéde six pdles, tous sur le cercle-unité; les trois pdles

La fonction :
I 4

situés dans le demi-plan supérieur sont
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L i 3L — — 2% Dot
e résidu en un tel pole est égal & & 6 D’ou
o N PL.d 5E
T
=T =z =T,
—6<251n6+1> 3

3¢ type. On se propose d’étudier les intégrales de la forme

I= [ f@eas
ol f(z2) est une fonction holomorphe au voisinage de tout point du demi-plan-

fermé y > o, sauf peut-étre pour un nombre fini de points. On va d’abord consi-
dérer le cas ot les points siniguliers ne sont pas sur I’axe réel. Alors I'intégrale

/:rf(x) o= dx

a un sens, et, lorsque r tend vers + oo, sa valeur tend vers

f_ :° F (%) e= dx

lorsque cette derniére intégrale est convergente.
On se propose de démontrer le résultat suivant :

ProrosiTION 3. 1. 8% lim f(2) = o pour y > o, alors
|z]> 00

(3. 1) lim () = dx = 2mi SRes (£ (2) &),

la sommation étant étendue aux points singuliers de f(2) contenus dans le demi-plan
supérieur y > o.
Observons d’abord que si I’intégrale f |.f (%)| dx est convergente, I’inté-

grale proposée f S (x)e® dx est absolument convergente; la relation 3. 1
donnera alors ™%

(3. 2) : F(x)e= dx = 2mi S Res (f(2) ¢).

+ 0
L’intégrale f S (%) €= dx peut aussi étre convergente sans étre absolu-
—0

ment convergente; par exemple il est bien connu que si la fonction f (x) est
réelle et monotone pour x>0, et tend vers o quand x tend vers + oo, 'inté-
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grale / o S (x) €= dx est convergente (on applique la deuxiéme formule
0

de la moyenne); dans un tel cas la relation (3. 2) sera encore valable.

Avant de commencer la démonstration de la proposition 3. 1, observons
que [¢7] < 1 dans le demi-plan y > o. Ceci nous conduit & faire une inté-
gration dans le demi-plan y > o, le long du contour déja utilisé pour le
deuxi¢me type ci-dessus. Avec les mémes notations que dans (2. 2), nous

allons montrer que lintégrale f; S (2)e*® dz tend vers o lorsque r tend vers + 0.
(r)

La proposition 8. 1 en résultera évidemment.
Si I’on savait queI llim zf (z) =o, il suffirait d’appliquer le lemme 1. La
z|>o00

relation (3. 1) est donc démontrée dans ce cas. Par exemple, considérons

Pintégrale
+ CcoS X 1 + eic .
/.; x2 4 Idx-—-;-Re(‘/;“ %2 + Idx),

sa valeur est égale & = ), Res (

2 ¢ ), la sommation étant étendue aux
2241

poles situés dans le demi-plan supérieur. Il y a un seul péle z =7i; il est
simple, et le résidu est

e—! +® cos x n
., doh f SO8X = X,
21 PR o 2¢

’ ’

Pour prouver que f; S (2) €* dz tend vers o sous la seule hypothése de I’énoncé
(r)

de la proposition 3. 1, on utilisera le lemme suivant :

LemMme 3. Soit f(2) une fonction définie dans un sectewr du demi-plan y > o.
Si lim f(2) = o Pintégrale f S (2) €°dz étendue & Uarc de cercle de centreo et de
|2]> =

rayon r contenu dans le secteur tend vers o lorsque r tend vers + «.

Posons en effet z = re®, et soit M(r) la borne supérieure de | f (re")| lorsque
6 varie, le point re® restant dans le secteur. On a

(3-3) ‘ f f(2) €* dzk M(r) fo " g—reint yp

On va montrer que f e—r*"% dg est majoré par un nombre fixe indépen-
0

dant de r, ce qui achévera la démonstration du lemme 3. En fait on a
us

(3. 4) fné—rsinorde — 2f 2 e—rslnorde <ﬂ.
0

0
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Démonstration de (3. 4) : on a

2 sin 0

.;-<—6 <1 pour 0<0<%,
d’olx '
3 3 e
f e~ dy L e rd6<f e = rdo =2
0 0 0 2

Ainsi la proposition 3. 1 est enti¢rement démontrée.

Examinons maintenant le cas ou la fonction f(z) peut posséder des
points singuliers sur I’axe réel. On se bornera 4 un exemple, celui ol f (2)
poss¢de un pdle simple a l’origine. Dans ce cas il convient de modifier
le chemin d’intégration de fagon a contourner ’origine le long d’un demi-
cercle y(¢) de petit rayon ¢ > o, centré a I’origine et situé dans le demi-
plan supérieur (fig. 7). Nous utiliserons le lemme suivant :

£\

o(€,0) (r,0) x
Figure 7

LEMME 4. Si 2 = o est un péle simple de g(2), on a

(3. 5) lim [ g(z) dz = =i Res (g, 0),

>0 Jy(e)

v(e) étant parcouru dans le sens des arguments croissants.
En effet, on a g(z2) = % + h(z), ol k désigne une fonction holomorphe
A Dorigine. L’intégrale f h(2) dz tend vers o lorsque ¢ tend vers o, et
w0
Uintégrale f 2 dz est égale & mia. Dot la relation (3. 4).

1 £
On appliquera ce lemme a la fonction g(z) = f () €".

Exemple : Soit a calculer Pintégrale

+®sin x 1 ["*®sinx | N
I=/ —dx=—f —=dx=—lim
2/)_ . «x

—xei.z +aoeiz
[Tt [TCa|.
SO X 21 : >0 X J+re X

J —x

D’aprés la figure 7, ceci est égal a

I,. ei: eiz
— lim £ d7 = T Res <—-, 0) =T,
2l 00 1ne) r4 2 4 2
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Remarque importante si, au lieu de f (x)é® dx, on avait eu & calculer

Pintégrale f S (x) e~ dx, il elit fallu intégrer dans le demi-plan inférieur

au lieu du deml-plan supérieur; en effet, c’est dans le demi-plan inférieur
y < o que la fonction |¢—#| est bornée et c’est dans ce demi-plan que le
lemme 3 est valable (mutatis mutandis). Plus généralement, une intégrale

de la forme / S (x)e*® dx (ol a est une constante complexe) se calculera
en intégrant dans le demi-plan ou |e*| < 1.

On n’oubliera jamais que sin z, cos z ne sont bornés dans aucun demi-plan.
Pour calculer une intégrale de I'une des formes

Mof(x) sin® x dx, M"f (x) cos" x dx,
on exprimera toujours les fonctions trigonométriques a I’aide de I’expo-
nentielle complexe, de fagon 4 pouvoir appliquer la méthode précédente.

4° type. Considérons les intégrales de la forme

_ ‘/x-o- 0 Rg xz dx’
) x*

ol « désigne un nombre réel tel que o << « < 1, et R désigne une fonction
rationnelle sans péle sur le demi-axe réel x > o. Il est clair qu’une telle
intégrale converge pour la limite d’intégration o; pour qu’elle converge
pour la limite d’intégration - oo, il faut et il suffit que la partie principale
de R(x) a l’infini soit de la forme —I-, avec n > 1; autrement dit il faut et
il suffit que

(4. 1) lim R(x) = o.

x>+ 00
Pour calculer une telle intégrale, on considére la fonction f(2) = Béf)
de la variable complexe z, définie dans le plan privé du demi-axe réel > o
soit D I'ouvert ainsi défini. Il convient de préciser la détermination choisie
pour z* dans D : on prendra la détermination de I’argument de z comprise
entre o et 2m.
Avec cette convention, intégrons ——(—2 le long du chemin fermé 3(r, ¢)

défini comme suit : on parcourt successwemcnt PPaxe réel de e>o0 a
r > o, puis le cercle y(r), de centre o et de rayon r, dans le sens direct,
puis I’axe réel de r a ¢, et enfin le cercle y(c), de centre o et de rayon e,
dans le sens indirect (cf. figure 8). L’intégrale

1 R() 4,

211:1 &r, 5. Z*
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est égale A la somme des résidus des poles de —1%19 contenus dans D, si r

a été choisi assez grand et ¢ assez petit. On a
‘/; z‘ )dz f R! 2dz+f gfz dz+ (I_e—?,:iu)f’Rx!f?dx
(ry &) W) (0 .

car, lorsque ’argument de z est égal 4 2=, on a z* = ¢**'*|z|*. Puisque I’ar-
gument de £ reste borné, zf(z) tend vers o quand z tend vers o ou quand |z|

yir)

Figure 8

tend vers Pinfini; donc les intégrales le long de y(r) et de y(e) tendent vers
o quand r tend vers x et quand : tend vers o (lemmes I et 2). A la limite,
on obtient donc

(4. 2) (1 —e~%=)I = 277 %, Res <sz)) ,

et cette relation permet de calculer I.

Exemple. Soit a calculer I = Jpﬂo y (0<<a<<r1). On a ici
]

__dx
x(1 + x)
R(z) = ———2 il y a un seul péle, z =-—1; le résidu de Ez%) en ce pdle

est égal 4 ;J;, compte tenu de la détermination de P’argument de z, qui

est égale 4 n en ce point. La relation (4. 2) donne alors

]
sin o

5° type. Considérons les intégrales de la forme

f "TR(x) log x dx,
0

ot R est une fonction rationnelle sans pdle sur le demi-axe réel x > o,
et telle que 11m xR(x) = 0. Cette derniére condition assure la convergence

de l’mtégrale
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On considére le méme ouvert D que pour les intégrales du 4¢ type, et le
méme chemin d’intégration. Ici encore, il convient de préciser la déter-
mination choisie pour log z; on choisira ’argument de z compris entre o et
2n. Pour une raison qui va apparaitre immédiatement, ce n’est pas la
fonction R(z) log z que I’on va intégrer, mais la fonction R(z) (log z)2. Ici
encore les intégrales le long des cercles y(r) et y(c) tendent vers o quand r

tend vers x et = vers 0, & cause des lemmes 1 et 2. Lorsque I’argument
de z est égal 4 2%, on a

log z = log x 4 2xi,
x désignant le module de z. On obtient ainsi la relation
fo "R (logx)zdx—fo "TR(#) (logx + 2mi) 2dx = 2mi D, Res (R (2) (log2) ¥ ;
d’ol
(5 1) —zfowk(x) log x dx — mfo”R(x) dx = Y Res{R(2) (log 2)3.

En principe, ceci donne seulement une relation entre les deux intégrales

f R(x) dx et f R(x) log x dx. Toutefois, supposons que la fonction
0 0

rationnelle R soit réelle (c’est-d-dire prenne des valeurs réelles pour x
réel); en séparant le réel de I'imaginaire dans la relation (5. 1), on obtient
les deux relations

(5. 2) fo”R(x) log x dx = —?’Re(ER«s {R(2) (log2)?}),
(5- 3) [7TRE) de = — - Tm(ZRes {R(2) (log2)?).

La sommation s’étend & tous les péles de la fonction rationnelle R(z)
contenus dans D.

Exemple. Soit & calculer I'intégrale

I=/’*" log » dx
]

(1+x3"
Le résidu de (log2)® au pble z = — 1 est égal au coefficient de ¢2 dans le
(I + z)s p g .

développement limité de (ix + log (1 — ¢))?; c’est donc 1 —ix, et on

1
trouve I = ——.

2



Exercices

Remarque. En intégrant la fonction R(z) log z, on obtiendrait de la méme
maniére la formule

(5. 4) f)mR(x) — — 3 Res {R(2) logz}.

La méthode précédente peut aussi s’appliquer, dans certains cas, lorsque
la fonction rationnelle R poss¢de un péle simple au point x = 1; dans ce cas

Pintégrale MQR(x) log xdx a encore un sens, puisque la détermination

principale de log 7z admet le point 1 comme zéro simple. Il convient alors
de modifiér le contour d’intégration utilisé précédemment : lorsqu’on
intégre le long de I’axe réel positif, I’argument de z étant égal a 2=, on doit
contourner le poin” z = 1 le long d’un demi-cercle de centre 1 et de petit

Figure 9

rayon (fig. 9). Le lecteur démontrera que lorsque la fonction R est réelle,
on a la relation

(5. 5) fOMOR(x) log x dx = =2 Re (Res (R, 1)) —%Rc (3 Res (f))

ol f désigne la fonction R(z) (log z)2, et ot le sommation est étendue a tous
les poles de f autres que z = 1. Par exemple, on vérifiera que

+* log x =
o X2 —1 4

Exercices

1. Soit f (z) holomorphe dans |¢| << R, R > 1. Evaluer de deux maniéres
différentes les intégrales

o )
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étendues au cercle-unité parcouru dans le sens direct, et en déduire les
égalités suivantes :

%j;%f(e"’) cos’%do= 2f(0) +£'(0),
2f "f(@sint L dy=2f (0) —f'(0).

2. Soit f(z) une fonction holomorphe dans un ouvert contenant le disque

|z] < R, et soit y I'image du cercle |z| = R par Iapplication z — f(z);
on supposera f univalente, i.e. f(2) % f(g') si 2% 2. Montrer que la
2%

longueur L de vy est égale & R f |f'(Re?)|do; en déduire que l'on a
0

L > 2zR|f"(0)].

Montrer, dans les mémes conditions, que I’aire A de I'image du disque
fermé |z] < R, par la méme application, est donnée par:

A= [ IfG+ )i de s
IzJ<R
en déduire I’inégalité suivante :
A >aR? | f'(0)]2
(Passer en coordonnées polaires, et remarquer que ’on a, pour o <7<CR,
2
f F(re") do
0
<—l—f2"|f’(re"°)]2 Yo fzwde = ‘_fz"lf/(rew)lzde
S 4n? Jo 27 Jo ’

en vertu de I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales.)

2

"o)|2= L
lf (O)I —4_‘:2

3. Montrer que, si f (z) est holomorphe dans un ouvert contenant le disque
fermé |z] < 1, on a

l 7 N 7 N .
L J@g 3f(0) ijal <1,
# Jmz—a (FO)—F (@) si o>,
Pintégrale étant prise dans le sens direct. (Utiliser 'Exerc. 1. b) du chapitre 1
et la formule intégrale de Cauchy.)

4. Soit f (z) une fonction holomorphe dans le plan tout entier, et supposons
qu’il existe un entier n, deux nombres réels positifs R, M, tels que I’on ait
|f (@) <M.Jg]»  pour [z >R.

Montrer qu’alors f (z) est un polynéme de degré au plus n.



Exercices

5. Soit f une fonction holomorphe non constante dans un ouvert connexe
D, et soit D’ un ouvert connexe tel que son adhérence D’ soit compacte
et contenue dans D. Montrer que, si | f (z)| est constant sur la fronti¢re de
D', il existe au moins un zéro de f(z) dans D’. (Démonstration par I’absurde,
en considérant 1/f(z).)

6. Soient D un ouvert borné et connexe, et considérons » points P,, P,, ...,
P, dans le plan R2. Montrer que le produit PP, .PP,..... PP, des distances

d’un point P, variant dans I’adhérence D, aux points P, P,, ..., P,, atteint
son maximum en un point de la frontiére de D.

7. Soit f (z) une fonction holomorphe dans le disque |z| <R, et posons
M(r) = 's'u_p |f(2)], pour o < r <<R. Montrer que

a) M(r) est une fonction continue et croissante (au sens large) de r dans
oKL r<R;
b) si f(z) n’est pas constante, M(r) est strictement croissante.

8. « Théoréme des trois cercles » d’Hadamard : soit f(z) une fonction
holomorphe dans un ouvert contenant la couronne fermée

n<<Rk<n (o< <),

et posons M(r) =sup |f(z)], pour r; < r < r, Montrer que l'on a
|zj=r
Pinégalité suivante :

logry —logr logr—logry

(I) M(T) < M(rl) logry—logry M(fz) log ry — log r"

pour r; < r < 7, (Appliquer le principe du maximum a la fonction
z2P((f(2))%, avec p, ¢ entiers et ¢>o0; choisir ensuite « réel tel que
3 M(r,)= r;M(r;), et une suite de couples d’entiers (p., ¢a) telle que
lim p./g. = a.) Vérifier que I’inégalité (1) exprime que log M(r) est une
n->» oo

fonction convexe de log 7, pour r; < r < 1,

9. Soit f(z) holomorphe dans |z| <R, et posons
I(r) = al;fzx|f(re“’)|2de, pour o< r<<R.
0

Montrer que, si a, désigne le n-i¢me coefficient de Taylor de f(z) au point
=o0, on a

Iy(r) = 2 ladftree;

n>=0

en déduire que, si o <r<<R,
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(i) Iy(r) est une fonction continue croissante de r (au sens large);
(ii) on a | f(0)]2 < I4(r) < (M(r))? (M(r) a le méme sens que dans 7));

(iii) log I,(r) est une fonction convexe de log r, dans le cas ou f n’est pas iden-
tiquement nulle (montrer que, si on pose

U2 2
s=logr, J(s) =1I,(¢") = X |afe*™, ona (logJ) = J'J - J") ;
n=>0

pour montrer que JJ'— (J')2 > o, utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz
pour les séries absolument convergentes :

3o < (Zlak) (3 0F))

n20

10. Soit f une fonction holomorphe dans le disque |z| <1, telle que
|f(2)] <1 dans ce disque; s’il existe deux points a, b distincts dans le
disque tels que f(a) = a, f(b) = b, alors on a f(z) =z dans le disque.

h(z2) 2+a

<Considérer la fonction g(z) = I——Eh_(:)" avec h(2) =f <1 1z ) pour

laquelle on a g(o) = o, g( b _"fb> _b __ab. et |g(z)] <1 dans le
disque). a r—a

11. Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert contenant le disque
|2l < R. On pose, pour o < r <R,

A(r) = sup Re(f (re®)).

(i) Montrer que A(r) est une fonction continue croissante (au sens large)
de r (remarquer que R/ = |¢f)]),

(ii) Montrer que, si on a de plus f(0) = o, on a, pour o < r <R,

M(r) <

).

(Considérer la fonction g(z) = f(2)/(2A(R) —f(2)).)

iii) Montrer que ’on a, pour o < r <R,
q p

R+r

M() < g AR) + g = 1./(0)|

R —
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12. Soit x un paramétre complexe.
(i) Montrer que le développement de Laurent de la fonction

ol 1))

a lorigine z =o, est de la forme suivante :

exp <x<z + %)/2) =a, + g, a,.<z" + z—ln) pour o< |z|<< + o,
n>1

avec

I
a,.=—fe"°"cosntdt, pour n>o.
T Jo

Montrer que I’on a de méme pour la fonction exp <x<z—i> / 2), le
développement suivant : 2

exp <x<z—%>/2> =bo+ E‘ b,.<z" + K_TI)—') pour o<[z2|<+ oo,

avec

bn=%fcos(nt—xsint) dt, pour n>o.
0

(Remarquer que, si 2’ =—1/z, on a

exp (¥(z' — 1/2')[2) = exp (x(z —1/2)[2), pour o< |z| <+ ).

(ii) Soient m, n deux entiers > 0. Montrer que l’on a

-+ ] .
I /» (*x1)mdz (—':’%;(%_%i)—', si m=n -4 2p, avec p
2“itlﬂ=l -

Zmtntl entier > o,
o dans les autres cas,
et en déduire les développements en séries entiéres de a., b, comme fonctions

du parametre x (b,, comme fonction de x, porte le nom de fonction de
Bessel de premiére espéce).

13. Soit f(z) une fonction méromorphe au voisinage de l’origine 2z = o,
et admettant un pdle simple a I’origine. Soit x un nombre complexe quel-
conque. Montrer que le développement de Laurent de la fonction de 2z

f'(2)
f(&)—x

a la forme suivante :

— b e

13
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II1. Développements de Taylor et de Laurent. Points singuliers et résidus

ou u, est un polynéme en x, de degré n exactement. (On pourra faire
une identification, en utilisant le développement de Taylor de la fonction

2f(2).)

14. Soit f(z) une fonction holomorphe. dans le demi-plan supérieur P+
défini. par Im(z) > o; supposons f(z 4 1) = f(z) pour tout zeP+
Montrer qu’il existe une fonction holomorphe g(¢) dans le disque pointé
o < |t| < 1, telle que 'on ait

f(z) = g(e**), pour zeP+
En déduire que f(z) posséde un développement de la forme suivante :

f (Z) —_ 2 anezm'n,x

—onl 4o
avec

l .
a, = [ f(x + iy)e—ﬂmn(z-}-iy) dx’
<0

pour y > o quelconque. Montrer que cette série converge normalement
sur tout compact dans P+. Montrer que, s’il existe une constante M > o
et un entier n, tels que ’'on ait

| f(x + i9)| < Me?mor  pour tout y assez grand,

et uniformément en x, alors le développement est de la forme suivante :

f(Z)= 2 a,e2 iy

nZ>=—ny

15. (i) Montrer que la fonction f(z) = 1/(¢ — 1) est méromorphe dans
le plan C tout entier, et admet les points z = 2pxi, peZ, comme pdles
simples. Calculer le développement de Laurent au point z = 2p=i. Si
a, (n > — 1) désigne les coefficients du développement pour p = o,

montrer que a,, = O pour ¢ entier > 1, et que si on pose
B.=(—1)""¥en)!a,,_, pour n>1,
montrer que ’on a la relation de récurrence suivante :

1 1 + (— 1)*~1B, _
(2n + 1)1 2(2n)! 1 <T<a(29)! (2 — 2v + 1)!

0,

pour n>1 (par identification des coefficients dans les deux membres de
la relation

(a..,/z + E‘oanz")( > z’”/m!) = 1).

m2>1
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1

(ii) On pose, pour n > 1, f5,(2) = e —1)

Soit vy, le périmeétre du carré ayant pour sommets les points d’affixes
=+ (2m 4 1) == (2m + 1)ni. Montrer que l'on a

[fn() < 2/((2m + )m)® si 2 est sur ym,

et en déduire, en intégrant fy,(z) le long du contour vy, dans le sens
direct, et en faisant m > o, que l'on a

2 l/pZn i (27‘)2an.

e 2(2n)!

(N.B. Les nombres B, s’appellent les nombres de Bernoulli.)

16. Soit ¢ un point singulier essentiel d’une fonction holomorphe f(z)
dans un disque pointé D : 0 << |z —¢| < p.

(i) Quels que soient ye G, ¢ > o, montrer qu’il existe un z2'eD et un
nombre réel ¢’ > o tels que I’on ait

A(f (&), e')canAly, €),

ou A désigne ’'image de D par la transformation z — f(z); on note A(b, r)
(resp. A(d, r)) le disque ouvert (resp. fermé) centré en b, et de rayon r
(Remarquer que la proposition 4. 2 du § 5 entraine que A est ouvert (cela
résulte aussi du théoréme du chapitre vi, § 1, n° 3), et utiliser le théoréme
de Weierstrass, n° 4, du § 4).

(ii) Soient D, le disque pointé o < |z —¢| < p/2", et A, son image par f,
pour n > o. Etant donnés y,&C, ¢, > 0, montrer, par récurrence sur ,
Pexistence d’une suite (e,),>, de nombres réels positifs tels que
€ > € > € > .-, et d’une suite (z,),>, de points de D, satisfaisant aux
conditions suivantes :

Z(‘f(‘z])’ s1) cAn A(Yo’ e0))

ZnE Dn—la Z(.f(‘zn-i»ll)’ snJrl) c A n A(f(zn)3 en) pOllI‘ n > I3

en déduire qu’il existe y e A(y,, &) et une suite (c¢,),>, de points de D telle
que
f(c,) =y pourtoutn, lime, =c;

donc f n’est univalente dans aucun disque pointé 0 < |z —¢| < 7, aussi
petit que soit 7 > o.

17. Soit ¢ : (x, », u) — 2 la projection stéréographique de 8, — P sur C.

(i) Exprimer x, y et u en fonction de z.
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II1. Développements de Taylor et de Laurent. Points singuliers et résidus.

(ii) Montrer que si C est un cercle de 8,, qui ne passe pas par P, ¢(C)
et un cercle dans le plan C, et que si C passe par P, ¢(C — P) est une droite
dans C.

(iii) Soient z;, z,e€C; pour que 9~%(2,), ¢7'(2;) soient antipodaux, il
faut et il suffit que l'on ait 2,.Z, = — 1.

(iv) Montrer que la distance P,P, (dans R3) entre
Py =¢7%(21) et Py = 971(zy)
est donnée par la formule suivante :

W 2|51—Z2| A
VI F 1P izl

Que devient cette formule quand z, tend vers le point 4 linfini?

18. Montrer qu’une fonction méromorphe partout sur la sphére de Rie-
mann est nécessairement rationnelle. (Montrer d’abord qu’une telle
fonction n’a qu’un nombre fini de pdles.)

19. Théoréme de Rouché : soient f(z), g(z) deux fonctions holomorphes
dans un ouvert D, et soit I' = (I'),e: le bord orienté d’un compact K
contenu dans D. Si on a

If(2)>1gx)] surT,

montrer que le nombre de zéros de f(z) + g(z) dans K est égal au nombre
de zéros de f(z) dans K. (Considérer les chemins fermés fo Ty, i€l, et
appliquer la proposition 4. 1 du § 5, et la proposition 8. 3 du chapitre i, § 1).

Exemple. Si f(z) est holomorphe dans un ouvert contenant le disque
fermé |z| < 1, et si |f(2)| <1 pour |z| = 1, alors I’équation f(z) = 2"
admet exactement n solutions dans |z| <C 1, pour tout entier n > o.

20. Calculer les intégrales suivantes par la méthode des résidus :

i e dx . +%cos 2ax — cos 2bx
(l) f (a + bxz)n (a: b > 0 ) (ll) / _—7—”“'_ dx (a, b réels),

roeox?— tdt ‘ .
(m)f zz +2281:xdx( a>o), (1v)f %mqal # 1)(intégrer

la fonction z*/(z — a)(z — 1/a) sur le cercle unité).

21. Intégrer la fonction f(z) = , ou log désigne la déter-

I
(22 + a?) log 2z
mination telle que — = < arg 2 < =, le long du chemin fermé 3(r, )
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défini comme suit : on parcourt successivement 1’axe réel négatif de
—r a —¢, puis le cercle y(c), de centre o et de rayon ¢, dans le sens
indirect, puis I’axe réel négatif de — ¢ & — r, et enfin le cercle y(r), de
centre o et de rayon 7, dans le sens direct (0 <<¢ <C a < r); en déduire
que 'on a

dx b

. B L
| m T (T T

22. Soient a > 0 et v réel. Montrer que lon a

/‘°° cos vx dx = sin va
= ’
Jo chx 4+ cha shavsha

en intégrant la fonction ¢™[(ch z + ch a) le long du périmétre du rec-
tangle ayant pour sommets &= R, =R + 2mi.

23. (i) Soit n un entier > 2. Montrer que ’on a

/‘ * dx wn

Jo 1+ x* sin (n/n)’

en intégrant la fonction 1/(1 4 z*) le long du contour formé par le segment
[0, R] de I’axe réel positif, I’arc représenté par Re*, o < ¢t < 2x/n, et le
segment représenté par re*=i*, o < r < R.

(ii) Soient n un entier > 2, et « un nombre réel tel que n > 1 4 « > 0.
Evaluer par la méme méthode V’intégrale

fmxu.dx
0 I+x".

24. Solent p, ¢ deux nombres réels > o, n un entier > 1. En intégrant la
fonction z"~%¢~* le long d’un contour analogue au précédent (dans I’exercice
23), mais avec I’angle 4 origine convenablement choisi, montrer les rela-
tions suivantes :

o — !R )"
/; x"~le=P=cos gx dx = (n 8)? i*_eq(‘{;n-'- ) ’
0 —1)! + ig)"
/; 3 =1e=# sin gx dx = (" 1&)2 _II_nq(f)n 0

<On rappelle que fwx"‘le"’dx = (n—l)!.>
0

25. (i) Montrer que la fonction = cotg nz est méromorphe dans tout le
plan complexe, qu’elle a comme pdles simples les points z = n, n entier,
et que son résidu au pdle z = n est égal a 1 quel que soit n. Soit

f () = P(2)/Q(2)

117



118

" III. Développements de Taylor et de Laurent. Points singuliers et résidus

une fraction rationnelle telle que deg Q > deg P 4 1, et soient q;, a,, ...,
a,, ses poles simples, by, by, ..., b, les résidus correspondants On suppose
de plus que les a;, ne sont pas entiers, pour 1 < ¢ < m. Désignons par v,

le périmétre du carré ayant pour sommets + <n 4+ ?> + <n +?> 7,

n entier positif. Montrer qu’il existe deux nombres réels positifs M;, K,
qui ne dépendent pas de n, tels que I’on ait

a) |= cotg nz| < My sur g,
b) |f(z)| < K/|z]* pour |z| assez grand.

En déduire que l'on a

lim f £ (&)= cotg mz dz = o,
> Jy,

et que

(1) lim Y f(p) =— X by cotg na,

>0 —ngLp<Ln igqgm

(Remarque: b) entraine que lim Y f(p) existe, donc on peut

aR' >0 —nLpLn'

remplacer le premier membre de (1) par Y f(p). )

—0LpLo
Exemple : X 1/(a + bn2), X n2/(nt + a¥) (a, b réels positifs).
21 n>
(ii) Montrer que la conclusion reste vraie méme si on a seulement
deg Q > deg P. (Montrer d’abord qu’on peut écrire f(z) = g(z) + ¢/z,
avec une constante ¢, une fraction rationnelle g(z) qui satisfait aux condi-
cot,
tions de (i); montrer ensuite que f —g 2iz=o0 (les intégrales prises
< Yn
. \' .

sur deux cotés opposés se détruisent). Remarque ¢ lim },< - N0
n’existe pas en général dans ce cas). e nspsh

Exemple : Calculer lim Z , et en déduire la valeur de E 2!
n>o —nLpL<nX p21X —"P

pour x non entier.

(iii) Soit « un nombre réel tel que — n= << « < =. Montrer que :
c) il existe un nombre réel positif M,, qui ne dépend pas de n, tel que
Pon ait

eiu:
s <M sur ¥
sin ©z x 2 Yns
. eiaz
d) lim - dz = o.

n>wo oJ 1,2 SIN T2
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(Remarquer que I’on peut écrire

ias
f f dz=2if smaz dz + 2 /‘smaz
1, Sin =2 % sin w2 zsin 7z
ou y, (resp. y,.) désigne le segment de droite représenté par z =n + -+ i ,
2

Iy <n+ 'y (resp. Z2=x 4+ i(n + ?>, x| << n+ -;->' et utiliser ’exercice

14) du chapitre 1.) En déduire enfin que, si f(z) est une fraction rationnelle
satisfaisant aux conditions de (ii), on a

lim ¥ (=0 f(per=—= X

N> —n<pKn 1<7<m ' sin ra,

€%

Exemple : prendre f(z) = 1/(x — 2), et montrer que, si — & < a < 7,
on a

2( nCOSan_ﬂCOSax x
"1 —n2  2xsin mx  2x2
3 (— )"nzsm ozl; = sin ax
o x2—n? 2 sin wx

pour x %0, 1, 2,...
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CHAPITRE IV

Fonctions analytiques de plusieurs variables;

fonctions harmoniques

120

1. Séries entiéres a plusieurs variables

Dans ce qui suit, on se bornera a raisonner dans le cas de deux variables
pour ne pas compliquer les notations; mais le raisonnement se transpo-
serait sans difficulté au cas d’un nombre fini quelconque de variables.

1. L’arcEBre K[[X, Y]]

Une série enti¢re formelle en X et Y a coefficients dans un corps K est

une expression de la forme S(X, Y) = ) ap, «XPYY, ol les coefficients a, ,
appartiennent au corps K. P a0

On définit, comme au chapitre 1, § 1, I’addition de deux séries entiéres
formelles et la multiplication d’une série enti¢re formelle par un scalaire.
L’ensemble K[[X, Y]] des séries formelles est ainsi muni d’une structure
d’espace vectoriel sur le corps K. On définit le produit de deux séries entiéres
formelles, et K[[X, Y]] devient une algtbre.

On définit Pordre d’une série entitre formelle non identiquement nulle :
c’est le plus petit entier n tel que

Y a4, XPY1£o.
p+a=n
On montre que ’ordre du produit de deux séries non nulles est égal 4 la
somme des ordres de ces séries; en particulier, K[[X, Y]] est un anneau
d’intégrité.
Nous ne développerons pas la théorie de la substitution de séries entiéres



§ 1. Séries entiéres A plusieurs variables

formelles aux lettres X, Y, théorie qui ne présente du reste aucune diffi-
culté particuliére. Les séries que I’on substitue doivent étre d’ordre > 1.
A titre d’exercice, le lecteur pourra démontrer une proposition analogue
a la proposition 5.1 du § 1 du chapitre 1.

2. DOMAINE DE CONVERGENCE D’UNE SERIE ENTIERE MULTIPLE ‘

On suppose désormais que le corps K est I'un des corps R ou C. Comme
on le fait au chapitre 1, § 2, n° 3, on associe & chaque série formelle

Y ap XPYY

P q20

la série 4 termes positifs (ou nuls)

D |apgl(ry)?(ra)e,
P, 920
ry et r, désignant deux variables réelles > o.
Soit I' ’ensemble des points (5, r,) du quart de plan r; > o0, 7, > o,
tels que Z_|a,,,,,|(rl)"(rz)"< + . La série Za,,,.,(zl)"(zg)" est donc

pq » 4
absolument convergente pour tout couple de nombres (réels ou complexes)
2y et z, tels que |z4| < 7y, |24 < 75 L'ensemble TI' n’est pas vide, car il
contient évidemment l’origine (o, o).

Définition. On appelle domaine de convergence de la série S(X, Y) ’ensemble A
des points du quart de plan r; > o, 7, > o intérieurs 3 T'.

Le domaine de convergence est donc un ensemble ouvert du quart de plan.
Cet ensemble peut étre vide : il est en effet facile de construire un exemple
ou I' se réduit a Iorigine.

Si on applique la définition précédente dans le cas d’une seule variable z,
on voit que le domaine de convergence n’est pas autre chose que l’intervalle
[0, p[, p désignant le rayon de convergence de la série entiére.

PropoSITION 2. 1. Pour que (ry, r5) € A, il faut et il suffit qu’il existe r{>r,,
rs > ry tels que (r{, r;) eT.

La condition est nécessaire, puisque la série | |@p,q| (r)P(r2)? doit converger

en tout point suffisamment voisin (ry, r,). Elle est suffisante, car alors '
contient tous les points (p,, py) tels que p; < 7f, py < 14, €t par suite le
point (ry, 7,) est intérieur A . '

En particulier, une condition nécessaire et suffisante pour que le domaine
de convergence A ne soit pas vide est qu’il existe au moins un couple
(ry, 73) de nombres > o tels que

21,4l (r)? (r)) ' < + 0.

P q
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ProrosiTION 2. 2. St (ry, 7,) appartient au domaine de convergence, la série
S(e1, 2s) converge normalement pour |z,| <1y, |23l < 7o Si (12> |2]) Wap-
partient pas & Padhérence de T, la série S(z,, 2,) est divergente.

La démonstration repose, comme dans le cas des séries &4 une variable,
sur le lemme d’Abel :

LeMME. Si |a, 4| (ri)2(rs)* < M (M indépendant de p et q), et 5i 7, <1,

re < 1i, alors la séric Y, ap o(21)P(25)7 comverge normalement pour |z,| < ry,
[22] <7 P

Ce lemme se démontre aisément en majorant les valeurs absolues des
termes de la série par les termes d’une progression géométrique double.
On laisse au lecteur le soin de déduire la proposition 2. 2 du lemme d’Abel.

Par abus de langage, on appelle aussi « domaine de convergence » I’en-
semble des couples (z;, 2,) tels que (|24, 'z,|) appartienne au domaine de
convergence A. De méme, pour une seule variable complexe z, le domaine
de convergence est le disque ouvert |z| < p, p désignant le rayon de conver-
gence.

3. OPERATIONS SUR LES SERIES ENTIERES CONVERGENTES.

ProrosiTION 3. 1 (addition et multiplication des séries entiéres). Soit un ouvert
D contenu dans le domaine de convergence de la série A(X, Y) et dans celui de la série
B(X, Y). Alors D est contenu dans le domaine de convergence de chacune des séries.

S(X,Y) =AX,Y) + BX,Y), PX,Y) = AX,Y).B(X,Y).
De plus, si !(|z1|, [25)) €D, on a

S(21, 22) = A(zy, 22) + B(21, ), P(zy, 22) = A(z2y, 22) - B(21; 25).-
La démonstration est analogue a celle donnée dans le cas des séries &

une variable.
On définit d’une maniére évidente les dérivées partielles d’une série

entitre S(X, Y) = Ya, XPY7:
pa

S _ > pa, Xp-1Y1,

X 5y

S

_— = XprY7-1,
oY p,zq %pa

.. dS , . [
PROPOSITION 3. 2. La série :Y a méme domaine de convergence que la série S.

Lorsque (|24, |2,]) est dans ce domaine, la fonction % (215 o) est la dérivée partielle

(par rapport & la variable réelle ou complexe z,) de la fonction S(z;, z,).
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La démonstration est calquée sur celle de la proposition 7. 1 du chapitre 1 § 2.
Au moyen de dérivations successives on démontre la formule

?P+4S (o, 0)
(3. 1) @y, =— : 9),
Peplg! d2f0yg

2. Fonctions analytiques

On considére ici des fonctions de plusieurs variables réelles ou complexes,
définies dans un ensemble ouvert D. Pour simplifier on raisonnera sur le
cas des fonctions de deux variables.

1. FONCTION DEVELOPPABLE EN SERIE ENTIERE

Définition. On dit qu’une fonction f(x, y), définie au voisinage d’un point
(%95 Yo), €st développable en série entiére au point (x4, y,) s’il existe une série
enti¢re formelle S(X, Y) dont le domaine de convergence ne soit pas vide
et telle que l'on ait :

S(x ) = S(x—x9, y—20)

pour |x — x4 et |y — y,| assez petits.

La série entiére S, si elle existe, est unique d’apres la formule (3. 1) du § 1.
En raisonnant comme au chapitre 1, § 4, on établit les propriétés suivantes :
Si f(x, y) est développable en série entiére au point (x4, ¥,), la fonction
f est indéfiniment dérivable dans un voisinage de (xq, »,). Le produit fg
de deux fonctions f et g développables en série entiére au point (xq, o)
est développable en série entiére au point (xg, y,); si ce produit est identi-
quement nul dans un voisinage de (x,, ¥,), alors ’une au moins des fonctions
f et g est identiquement nulle au voisinage de (x4, ¥,)-

2. FoNcTIONS ANALYTIQUES; OPERATIONS SUR CES FONCTIONS

Définition. Une fonction f(x, y) a valeurs réelles ou complexes, définie
dans Pouvert D, est dite analytique dans D, si, pour tout point (x4, ) € D,
la fonction f (x, y) est développable en série entiére au point (xq, ¥q)-

Nous nous bornerons a énoncer sans démonstration les propriétés suivantes :

Les fonctions analytiques dans un ouvert D forment un anneau, et méme

une algebre. Si f(x, ») est analytique dans D — st analytique en

tout point (xq, ¥o) €D ol f(xq, ¥o) # 0. TS )

Toute fonction analytique dans D est indéfiniment dérivable, et ses dérivées
sont des fonctions analytiques dans D. La composée de deux fonctions
analytiques est analytique : d’une fagon précise, si f (x, y, 2) est analytique
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dans D, et si g,(u, v), g,(u, v), gs(4, v) sont analytiques dans un ouvert D’
et prennent leurs valeurs dans D, alors la fonction composée f(g,(u, v),
gs(u, v), g3(u, v)) est analytique dans D’.

PROPOSITION 2. 1. La somme d’une série enticre multiple est une fonction analytique
des variables dans le domaine de convergence.

La démonstration serait analogue a celle de la proposition 2. 1 du § 4
du chapitre I. Le lecteur énoncera une proposition analogue 4 la proposition
2. 2 du méme paragraphe.

3. PRINCIPE DU PROLONGEMENT ANALYTIQUE

TuEOREME. Soit f(x, y) une jfonction analytique dans un ouvert connexe D, et
soit (xq, o) € D. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f et toutes ses dérivées s’annulent au point (xg, yo);

b) f est identiquement nulle dans un voisinage de (x4, ¥,);

c) f est identiquement nulle dans D.

La démonstration est calquée sur celle du théoréme du chapitre I, § 4, n°3.

COROLLAIRE 1. L’anneau des fonctions analytiques dans un ouvert connexe D est
un anneau d’intégrité.

COROLLAIRE 2 (principe du prolongement analytique). Si deux fonctions ana-
Iytiques f et g dans un ouvert connexe D coincident au voisinage d’un point de D,
elles sont identiques dans D.

3. Fonctions harmoniques de deux variables réelles

1. DEFINITION DES FONCTIONS HARMONIQUES

Définition. Une fonction f(x, y) des deux variables réelles x et y définie
dans un ouvert D est dite harmonique dans D si elle est deux fois conti-
niiment différentiable et satisfait 4 la condition :

(1. 1) a{ b;{

L’opérateur dlﬁ'érentlel +
vent A.

On définirait de méme les fonctions harmomques d’un nombre fini
quelconque de variables réelles; mais ce qui va suivre ne s’applique qu’au
cas de deux variables.

o s’appclle le laplacien. On le note sou-
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Introduisons les différentiations \3 et Tb_-par rapport i la variable complexe
8z 3z

z = x -+ iy et & la variable conjuguée Z = x — iy (Cf. chapitre 1, § 2, n° 3).
On a

. 2 L9
(L 2) bx2+ by2 =4

62
2202

et par suite la condition (1. 1) est équivalente & la suivante :

(1.3) ;’762: o.

La relation (1. 3) exprime donc que f est une fonction harmonique.

Remarque. Les fonctions f considérées peuvent prendre des valeurs com-
plexes ou des valeurs réelles. Pour qu’une fonction &4 valeurs complexes
=P +4+1iQ (P et Q étant a valeurs réelles) soit harmonique, il faut et il
suffit, d’aprés (1. 1), que P et Q ‘soient harmoniques. Nous désignerons
souvent P par la notation Re (f) et Q par Im(f).

2. FoNcTIONS HARMONIQUES ET FONCTIONS HOLOMORPHES

ProposITION 2. 1. Toute fonction holomorphe est harmonique.
En effet, si f est holomorphe elle est indéfiniment dérivable. De plus

on a g = 0, et en prenant la dérivée b—bz on obtient la relation (1. 3).

COROLLAIRE. La partie réelle et la partie imaginaire d’une fonction holomorphe sont
des fonctions harmoniques.

Par exemple, log |z| est une fonction harmonique dans tout le plan
privé de Dlorigine; en effet, au voisinage de chaque point z 5« o, log 2
posséde une détermination, et log|z| est la partie réelle d’une telle déter-
mination.

ProposITION 2. 2. Toute fonction réelle g(x, y) harmonique dans un ouvert D est,
au voisinage de chaque point de D, la partie réelle d’une fonction f holomorphe au
voisinage de ce point, et déterminée & I’addition prés d’une constante.
2
Démonstration. Puisque g est harmonique, on a (%fé = 0, et par conséquent
g_g est holomorphe dans D. La forme différentielle 2%—§dz admet donc
x4

localement une primitive f; autrement dit, au voisinage de chaque point de

125



126

IV. Fonctions analytiques de plusieurs variables; fonctions harmoniques

D, il existe une fonction f, déterminée & I’addition prés d’une constante,
telle que

=2
(2. 1) df = 2bza’z.

Cette relation prouve que f est holomorphe. Passons 4 I’imaginaire conjugué
dans la relation (2. 1); on obtient

(2. 2) df = 2b—§d2,

puisque, la fonction g étant réelle, les fonctions g—i et g—*gsont imaginaires

conjuguées. En ajoutant (2. 1) et (2. 2) on obtient

—;—d(f+ ) =dg;

donc g est égale a la partie réelle de f, augmentée éventuellement d’une
constante réelle.

Il reste & montrer que si deux fonctions f; et f,, holomorphes au voisinage
d’un méme point, ont méme partie réelle, leur différence f= f; — f,
est constante. Or on a d(f+ f) = o, C’est-a-dire

ce qui ex1ge —f = o, of =o. C.Q.F.D.

Remarque. Etant donnée une fonction g réelle et harmonique dans un ouvert
D, il n’existe pas toujours de fonction f holomorphe dans D tout entier, et
dont la partie réelle soit égale 4 g. Par exemple, si D est le plan privé de l’ori-
gine log iz! n’est pas la partie réelle d’une fonction holomorphe dans D,
puisque le logarithme de z ne posséde pas de détermination uniforme dans D.
La proposition 2. 2 exprime seulement que toute fonction harmonique réelle
est localement la partie réelle d’une fonction holomorphe. Cependant :

COROLLAIRE. Si D est un ouvert simplement connexe, toute fonction g réelle et
harmonique dans D est la partie réelle d’une fonction f holomorphe dans D.
En effet, la forme différentielle 2%gdz admet une primitive dans D

(cf. chapitre m, § 1, n° 7, théoréme 3).

3. LA PROPRIETE DE MOYENNE

On a vu au chapitre 11, § 2, n® 1 que toute fonction holomorphe f dans un
ouvert D posséde la propriété de moyenne : pour tout disque fermé contenu
dans D, la valeur de f au centre du disque est égale & la moyenne des
valeurs de f sur le bord de ce disque.
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ProrosiTioN 3. 1. Toute fonction harmonique dans D posséde la propriété de
moyenne.

Il suffit de le démontrer pour une fonction harmonique A valeurs réelles;
en effet le cas d’une fonction harmonique a valeurs complexes s’y raméne
en séparant le réel et I’imaginaire.

Soit donc g harmonique réelle dans D, et soit S un disque fermé contenu
dans D. D’aprés le corollaire de la proposition 2. 2, il existe une fonction f
holomorphe au voisinage de S et dont la partie réelle soit g. La valeur de f
au centre de S est égale 4 la moyenne de f'sur le bord du disque; en prenant
la partie réelle, on voit que la valeur de g au centre de S est égale 4 sa valeur
moyenne sur le bord du disque. C.Q.F.D.
Nous verrons plus loin (§ 4, n® 4) que réciproquement, toute fonction
continue qui poss¢de la propriété de.moyenne est harmonique. Autrement
dit, la propriét¢é de moyenne caractérise les fonctions harmoniques.
Au chapitre 111, § 2, n° 2, on a démontré le principe du maximum pour toutes
les fonctions continues (a valeurs réelles ou complexes) qui possédent la
propriété de moyenne. Le principe du maximum s’applique donc aux
fonctions harmoniques.

4. ANALYTICITE DES FONCTIONS HARMONIQUES

PROPOSITION 4. 1. Toute fonction g(x, y), harmonique dans un ouvert D du plan,
est une fonction analytique des variables réelles x et y dans D. En particulier, toute
Sonction harmonique est indéfiniment dérivable.

Démonstration. On peut supposer g a valeurs réelles. La question étant de
nature locale (puisqu’il s’agit de montrer que g est analytique au voisinage
de chaque point de D), nous allons supposer que g(x, ) est harmonique
dans le disque ouvert x% 4 »2 <C 2. Dans ce disque, g est la partie réelle
d’une fonction holomorphe f; f est développable en série entiére

(4. 1) f@) = 2 az

n=0
Dans cette série, remplagons z par x -+ iy, et considérons la série
(4-2) 2 an(x + B)"
n=>0

comme une série entiere & deux variables x et », étant entendu que, dans
(4. 2), (x + i¢y)" est remplacé par son développement

n! .
, n — xP qc
(4-3) (x + D) —p+§=,, s~
Tous les points (x, y) tels que |x| + | »| << p appartiennent au domaine de
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convergence de la série double (4. 2). En effet, pour un tel (x, y), il existe
11 > |x| etry > || tels que

rtra=r<p,
et ’'on a

(b + ?) [@p+ gl(r)P(re)? = Z |aalr < + oo0.
p20,020 plq!
En particulier, la somme de la série (4. 2) est une fonction analytique dans
le produit des disques

2 o
(4- 4) x| <5 Iy|<2

Soit f(z) = 2. a,2" la somme de la série enti¢re dont les coefficients @,

sont conjugués des coefficients de la série f(z). On a

(4- 5) 2g(x,9) =f (x + 1) + f(x — ).

Pour la méme raison que ci-dessus, la fonction f(x —iy) est analytique
dans 'ouvert (4. 4). Donc g(x, y) est une fonction analytique dans cet
ouvert. Ainsi la fonction g est analytique au voisinage du centre de tout
disque ouvert dans lequel elle est harmonique. On en déduit la proposition

4. 1.

5. RECHERCHE D’UNE FONCTION HOLOMORPHE DONT LA PARTIE REELLE EST
DONNEE

On a vu (proposition 2. 2) que toute fonction réelle harmonique g est loca-
lement la partie réelle d’une fonction holomorphe f, que I’'on obtient
par une intégration. On va voir maintenant que lorsque g (qui est ana-
lytique) est donnée par un développement en série entiére, on peut obtenir
S sans intégration.

Supposons de nouveau g(¥, y) harmonique dans le disque ouvert x% 4 y2 <p?,
et reprenons les notations du n° 4.

Considérons les deux séries enti¢res formelles & deux variables X et Y:

f(X +iY) = Z (X + 1Y),  F(X—iY) = § @(X — iY)
n=0 n20

On vient de voir que leur domaine de convergence contient I’ouvert

(4- 4). On va maintenant substituer 4 X et Y des nombres complexes x et y,

pourvu qu’ils satisfassent & (4. 4); on obtiendra des séries absolument

convergentes.

Soit z un nombre complexe tel que [z| <<p. On a, d’aprés (4. 5),

(5 1) 2(£0 Z) =/ @) + T ).
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Dans cette relation, remplacons z par o; on obtient :

2¢(0, 0) =£(0) + f(0).

Par différence on a finalement la formule

-2 2g(£ E)—alo 0) =/ () + 1 (T = (o).

21
La fonction cherchée f(z) est donc égale, & I’addition prés d’une constante ima-
ginaire pure, & la fonction connue

(5-3) 2 (—z—, —z—) —2(o, o),

2 2

obtenue par substitution de variables complexes dans le développement en série entiére
double de la fonction g(x, y) des variables réelles x et y.

Remarque. Dans ce qui précede, on avait supposé que la fonction g(x, »)
était harmonique dans le disque x2 -+ »2 <% Mais la relation (5. 2) conserve
un sens pour toute fonction g(x, y) analytique réelle et développable en
série entiére dans I’ouvert (4. 4) ; la fonction f (z) qu’elle définit est dévelop-
pable en série entitre pour |z| < p, donc holomorphe dans ce disque. Mais
il n’est plus certain que g soit la partie réelle de la fonction holomorphe
(5. 3). On montrera, & titre d’exercice, que pour que g soit la partie réelle
de (5. 3), il faut et il suffit que g soit harmonique.

Exemple : considérons la fonction

(%, y) = sin x cos x
g% cos2x + sh2y
.z 2 sin £ cos £
On a 2g<§, ;l:>= 2 2 —tgz
cos? 2 —sin2 £
2
et par conséquent
SR =tz

On peut vérifier que g est bien la partie réelle de tg z; donc la fonction
donnée g est bien harmonique; c’est la partie réelle de tg z.

4. Formule de Poisson; probléme de Dirichlet
1. REPRESENTATION INTEGRALE D’UNE FONCTION HARMONIQUE DANS UN
DISQUE

Soit g(x, ) une fonction harmonique réelle dans le disque x2 4 y2 <C pZ;
g est la partie réelle d’une fonction holomorphe

(I' I) f(z) = Z anz",

nz0
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et I'on peut supposer a, réel, ce qui achéve de déterminer la fonction f.
Pour r << p, on a

(1. 2) g(rcos b, rsin §) = a, -I— Ly r"(a.e™ + @ e""”)

21
la convergence étant normale par rapport 4 § qui varie de o 4 2x. On
a, au second membre de (1.2), un développement en série de Fourier
dont les coefficients sont donnés par les formules intégrales

27
(1. 3) a, =—I— f g(rcos, rsin ) do,
g(rcos 6, rsing)
(1. 4) f e de pour n>1.

Remplagons, dans le second membre de (1. 1), les coefficients a, par leurs
valeurs tirées de (1. 3) et (1. 4). On obtient, pour |z| <7,

(1. 5) f@ =$ﬁ2ﬁg(rcose, rsin ) [1 +2% (e") ]do,

a4

car on peut échanger la sommation et I’intégration en raison de la conver-

gence normale. Or
n_re'tz
1+ 2 2 (re‘°> = [

n>1 rel' —z

d’out finalement la formule

_ 1 [ .o ret 4z
(1. 6) f(@ _2uﬁ g(rcos 6, rsing) re"’—zde’

valable pour |z| <.

Cette formule intégrale exprime la fonction holomorphe f(z) dans le
disque |z| <<r & l’aide de sa partie réelle sur le bord du disque.

Dans (1. 6), prenons la partie réelle des deux membres. On obtient

(1. 7) g(x, ») =§;:/; g(rcos 6, rsme)i—;o-'z—zllzde

(avec 2z = x + ).

Cette formule est valable dans le disque ouvert x% 4 y2 <72, quelle que
soit la fonction g harmonique réelle dans le disque x% 4 y2<Cp? (avec
r << p). En fait la formule (1. 7) est aussi valable pour une fonction harmo-
nique g & valeurs complexes, comme on le voit en séparant le réel de ’imagi-
naire. La relation (1. 7) porte le nom de formule de Poisson, et la fonction
r— [g]?

P —r qui figure sous le signe d’intégration s’appelle le noyau de Poisson.
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2. PROPRIETES DU NOYAU DE PoissoN

Fixons r et §; alors le noyau de Poisson est une fonction de z = x + 1,
définie et harmonique en tout point sauf au point z = re®. Le fait que cette
fonction est harmonique vient de ce qu’elle est la partie réelle de la fonction
”ie + Fa
re" —z
|z] = r autre que le point z = r¢®. Il est > o dans le disque ouvert |z| <r.

Fixons maintenant r et z, avec |z| <Cr. Alors le noyau de Poisson est une
fonction périodique de 6, & valeurs strictement positives; si on considére
cette fonction de § comme la densité d’une distribution de masses positives
sur le cercle-unité, la masse totale de cette distribution est égale & 4 1, en
vertu de la relation

holomorphe Le noyau de Poisson est nul en tout point du cercle

1 21"’2_ Z 2 _
(2. 1) ;;‘/0‘ —Ll_lre“——zl,zde =1

qui se déduit de (1. 7) en prenant pour g la constante 1 (qui est harmo-
nique).

3. PROBLEME DE DIRICHLET POUR UN DISQUE

Le probléeme de Dirichlet consiste en ceci : une fonction continue est
donnée sur le cercle de centre o et de rayon r, au moyen d’une fonction
continue f(6), périodique de période 2x. On se propose de trouver une
fonction F(z) de la variable complexe z, définie et continue dans le disque
fermé |z| < r, harmonique dans le disque ouvert |z| <7, et satisfaisant 2

F(re) = £ (0).

En d’autres termes, il s’agit de prolonger la fonction continue donnée sur le
cercle, en une fonction continue dans le disque fermé et harmonique dans
le disque ouvert.

On se bornera 4 considérer le cas ou les fonctions donnée f et inconnue F
sont & valeurs réelles; le cas des fonctions 4 valeurs complexes s’y raméne
en séparant le réel et 'imaginaire.

TuEOREME. Le probléme de Dirichlet pour un disque posséde une solution et une seule.

Démontrons d’abord I'unicité de la solution si elle existe. Si F, ot F, sont
deux solutions du probléme, la différence F;, — F, = G est continue dans
le disque fermé, harmonique dans le disque ouvert, nulle sur le bord du
disque. 11 suffit donc de prouver le :

LemMmE. Une fonction G, définie et continue dans un disque fermé, harmonique dans
le disque ouvert, nulle sur le bord du disque, est tdentiquement nulle.
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En effet le disque fermé est compact; G atteint sa borne supérieure M
en un point du disque fermé. Si M était > o, ce point serait intérieur au
disque. D’apres le principe du maximum (cf. chapitre 1, § 2), G serait
constante et égale & M dans tout le disque ouvert, donc aussi dans le disque
fermé par raison de continuité, et ceci contredit I’hypothese suivant laquelle
G est nulle sur le bord. Pour la méme raison, la borne inférieure de G dans
le disque fermé est o. Donc G est identiquement nulle.

L’existence d’une solution du probléme de Dirichlet va étre établie au
numéro suivant.

4. SOLUTION DU PROBLEME DE DIRICHLET POUR UN DISQUE

Posons, pour |z]| <7,

(+1) R =L [0 L=t o
On va montrer que la fonction F ainsi définie est harmonique et que
I'on a

(4-2) S (8o) = lim F(z).

z>relfo
Iz <r
Donc la fonction F, prolongée par f sur le bord du disque, est une solution
du probléme de Dirichlet, ce qui achévera d’établir le théoréme du n° 3.
La fonction F définie dans Vintérieur du disque par la relation (4. 1)
est évidemment la partie réelle de

I 2% n,ie +Z
— d
21:/0 S () rel' —z 5

et ceci est une fonction holomorphe de z dans le disque ouvert, en vertu
de la différentiation sous le signe d’intégration. Donc F est bien harmonique
dans le disque ouvert.

Il reste & montrer la relation (4. 2). Voici ’idée de cette démonstration :
le noyau de Poisson définit une distribution de masses positives ¢, de masse
totale 1, qui dépend du point z intérieur au disque de rayon r. On va
montrer que lorsque z tend vers un point e, cette distribution de masses
tend vers la distribution formée d’une masse + 1 placée au point re.
D’une fagon précise, si I’on se donne un arc |[§ —8,| <n du cercle de
rayon r, contenant le point re, la masse totale de la distribution =, portée
par cet arc tend vers 1 lorsque le point z tend vers re, Il revient au méme
de montrer que la masse totale de la distribution ¢, portée par I’arc complé-
mentaire tend vers o lorsque z tend vers le point re en restant intérieur
au disque. Nous voulons donc prouver le :
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LEMME. — L'intégrale

2
(4-3) X r—Jz]* 4

27 J)o— by > 76" — 2|2

tend vers o quand 2 tend vers re en restant de module <Cr.

Démonstration du lemme : posons z = pe'*. Si |a— 0] <%, on a

e —o0] >

pour tout 0 satisfaisant & |§ —6o| > m. Donc, sous le signe d’intégration

on a

|re® — z| > rsin A,

2
et par suite I’intégrale (4. 3) est majorée par . S (r2—p?). Ceci terd
r2sin® —
2
bien vers o lorsque p tend vers 7.

Ce lemme étant maintenant établi, nous pouvons démontrer la relation
(4- 2). On a, compte tenu de (2. 1),

@9 F@—f0d =g [ (0 —f00) s ds

T am |re® — 2|2
x — il
+ an ’°—°o|>'.(f(e) f(e())) 're,‘o _zlgd6°

Donnons-nous ¢ > 0. La premiére intégrale du second membre de (4. 4)
est, en valeur absolue, majorée par la borne supérieure de | £(8) — f(6,)]
quand |§ — 60| < %, puisque la masse totale de la distribution positive ¢,
est égale & 1. Puisque f est continue, on peut choisir 4 de maniére que la

- ., . 3 .. ..
valeur absolue de la premiére intégrale soit < - Ayant ainsi choisi v,

nous pouvons majorer la valeur absolue de la deuxié¢me intégrale du second
membre de (4. 4) par 2 Mm, M désignant une borne supérieure de | f(6)|,
et m désignant la valeur de l’intégrale (4. 3). D’apres le lemme précédent,
m tend vers o quand z tend vers re. Donc dés que z sera assez voisin de re,

la valeur absolue de la seconde intégrale sera <-§-. On a alors

IF(z) —f (80)| <,
ce qui démontre (4. 2).

Le théoréme du n° g est ainsi entierement établi, et la formule (4. 1)
explicite la solution du probléme de Dirichlet.
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5. CARACTERISATION DES FONCTIONS HARMONIQUES
PAR LA PROPRIETE DE MOYENNE

On a vu (§ 3, n® 3) que toute fonction harmonique poss¢de la propriété
de moyenne. La réciproque est vraie :

THaEOREME. Toute fonction continue f dans un ouvert D, ayant la propriété de
moyenne dans D, est harmonique dans D.

Démonstration. 11 suffit de montrer que f est harmonique au voisinage de
chaque point de D; pour cela nous allons montrer que si K est un disque
fermé contenu dans D, f est harmonique & Pintérieur de K. Considérons
la restriction de f au bord du disque K; d’apres le théoréme du n° 3, il
existe une fonction F continue dans K, harmonique 4 lintérieur de K,
et qui coincide avec fsur le bord de K. La différence F — fest nulle sur le
bord de K et satisfait au principe du maximum & Pintérieur de K, puis-
qu’elle posséde la propriété de moyenne. D’aprés le principe du maximum
(cf. le lemme du n° 3), F — f est identiquement nulle dans K. Donc f
coincide, dans I'intérieur de K, avec la fonction harmonique F, et par suite
S est bien harmonique 2 Iintérieur de K.

5. Fonctions holomorphes de plusieurs variables complexes

1. DEFINITION D’UNE FONCTION HOLOMORPHE

Considérons n variables complexes z, = x, + iy, (1 < k< n). En raison-
nant comme au chapitre 11, § 2, n® 3, on voit que la différentielle d’une fonc-
tion continiiment différentiable f s’écrit sous la forme

(1. 1) =3 (gz[kdz,, +§2{dz,,>.

Fixons toutes les variables sauf la variable z,; pour que la fonction partielle

soit une fonction holomorphe de z,, il faut et il suffit que Z%ZZ =o0. S’il en
k

est ainsi pour chacune des variables z;, la différentielle df est combinaison

linéaire des dz,. Réciproquement, si df est combinaison linéaire des dz,,

la fonction f est holomorphe séparément par rapport 4 chaque variable z.

Définition. Une fonction f (2, ..., 2.) définie dans un ouvert D de I’espace C*
des n variables z;, est dite holomorphe dans D si elle est continiment diffé-
rentiable et si en outre sa différentielle df est égale a

2 Mde-

& Ok
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Il est clair qu’une fonction analytique des variables complexes z; est
holomorphe.

TuEorREME. Une fonction continue dans un ouvert D, holomorphe séparément par
rapport & chaque variable complexe z;, est holomorphe dans D et méme analytique
dans D.

La démonstration de ce théoréme va faire I’objet des deux numéros sui-
vants. Ce théoréme entrainera notamment que toute fonction continue,
holomorphe séparément par rapport 4 chaque variable z;, est continiiment
différentiable et méme indéfiniment différentiable. Il entrainera d’autre
part I’équivalence des notions d’holomorphie et d’analyticité pour les
fonctions de plusieurs variables complexes.

2. FORMULE INTEGRALE DE CAUCHY
Considérons d’abord le cas de deux variables complexes z, et z,.

PROPOSITION 2. 1. 8% f (24, 23) est continue dans le produit des disques
(2. 1) |21 < p1s 23] < pa
et holomorphe séparément par rapport & 2, et & 24 dans (2. 1), on a, lorsque

el <re<<ew (k=1,2),

f (oo &) dSdty
(2. 2) S(z1; 29) = (2“,)2f (81— z1) (Ca — 29)’

Dintégrale double étant prise sur le produit des cercles |{y| = ry et |{y] = ry, chacun
étant parcouru dans le sens direct.

Démonstration. Fixons z, dans le disque ouvert |z4] << r,. La fonction
S (21, ;) est holomorphe en z; dans le disque |z;| < p;. On peut donc lui
appliquer la formule intégrale de Cauchy (chapitre m, § 2, n° 5) :

(2.3) Sz 20) = —L Mdg pour |3| <7

27 |=r, (1'— Z

Fixons maintenant §, tel que |{,| = r,. La fonction f({;, z;) est holo-
morphe en 2, pour |2,| < pg- On a donc de méme

@9 Suw=f L8208 g pour gl <1

27 J| 7, |=re Cz—'z

Sous le signe d’intégration de (2. 3), remplagons f ({;, 2,) par sa valeur
tirée de (2. 4). Puisque la fonction f ({;, {,) est continue, on obtient préci-
sément la formule (2. 2).
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Remarque (due 4 Hartogs). Soit f(z,, 25) une fonction définie et continue
dans la réunion des deux ouverts (olt ¢ > 0 est trés petit) :

(A) |z1] < p1s 29| <o,
(B) pr— e <lzyf <pyp 24| < pa-

Supposons que, dans (A), f soit une fonction holomorphe de z,, et que,
dans (B), f soit une fonction holomorphe de z,. Alors f se prolonge en une
fonction holomorphe des variables z, et z, dans l'ouvert (2. 1), et cette
fonction prolongée satisfait a la formule intégrale (2. 2).

Indications sur la démonstration. Choisissons arbitrairement r, et r, tels que
1, << p1 T2 << pp, Mais assez grands pour que e<C 7y, 7y >p; — e On va
montrer que f se prolonge en une fonction, notée encore f (z;, z;), holo-
morphe dans 'ouvert

(2. 5) |24 <745 2| < 73y

et qui, dans cet ouvert, satisfait a (2. 2). D’abord, la relation (2. 3) a lieu
pour |z;| << 7y, |zs] << e parce que f est holomorphe en z, dans (A);
ensuite, si |{;| = ry, la relation (2. 4) a lieu pour |z,| << 7, parce que f
est holomorphe en z, dans (B). Donc (2. 2) a lieu pour |z,| < 1y, 125 < e.
Or le second membre de (2. 2) est une fonction holomorphe de z, et z,
dans (2. 5); si on note f(z,, z) la fonction ainsi prolongée, elle satisfait
a (2. 2) dans (2. 5). C.Q.F.D.

La proposition 2. 1 posséde un analogue pour les fonctions de n variables
complexes. Dans ce cas la formule intégrale (2. 1) est & remplacer par

(AN (. (LB 8y . G
S @0 2) _<2m‘> f (Cl—zl).--((.l.——z..)

3. DEVELOPPEMENT EN SERIE D'UNE FONCTION HOLOMORPHE

PROPOSITION 3. 1. Sous les mémes hypothéses que dans la proposition 2. 1, la fonction f
est, dans Douvert (2. 1), développable en série entiére double

(3. 1) Sl 2 = %oap,q(zl)"(zz)”-

La démonstration va étre analogue a celle donnée dans le cas d’une variable
complexe (cf. chapitre 11, § 2, n® 6, théoréme 3).

On sait déja que si le développement en série entiére existe, il est unique
car c’est nécessairement le développement de Taylor de f a I’origine. Il
suffit donc, étant donnés r; et r; tels que

ri < p1, s < pas
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de trouver une série enti¢re double qui converge normalement vers f(2,, 2,) -
dans le produit des disques

2] < iy |22] <

Choisissons r, et r, tels que r; <7, < py, 13 << 7y << pg; €t appliquons la
formule intégrale (2. 2) pour |z,] < 7i, |z,] <7i. On a

I 3 (21)P(29)?

(3-2) G —2) Ca—20) 220 G)P 107

et cette série converge normalement pour |z <7, [{l=r(I=1, 2).
Sous le signe d’intégration du second membre de (2.2), remplagons
I

(81— 21) (€2 — 22 .
gence normale on peut intégrer terme a terme, et I’on obtient précisément

(3- 1), ou les coefficients a, , sont donnés par la formule intégrale

=1 NSRS
(3' 3) ap.v - (Qﬂi)sz(cl)"”(tg)"”dcldtz.

La proposition 3. 1 est ainsi démontrée.
On a une proposition analogue pour n variables complexes.

11 est clair que le théoréme énoncé 4 la fin du n° 1 résulte de la propo-
sition 3. 1.

) par sa valeur tirée de (3. 2). En vertu de la conver-

Remarque. On peut démontrer qu’une fonction f(z;, ..., z.), holomorphe
séparément par rapport a chaque variable dans un ouvert D, est continue
dans D, et par suite holomorphe. La démonstration est délicate et ne sera

pas donnée ici.
4. CALCUL DES COEFFICIENTS DU DEVELOPPEMENT DE TAYLOR
D’UNE FONGCTION HOLOMORPHE

Comme dans le cas d’une variable, les coefficients a, , peuvent étre exprimés
par des intégrales portant sur la fonction f. Il suffit pour cela, dansla relation
(3. 1), de remplacer z, par r,¢" et z, par rye; en intégrant terme a terme

on obtient :
2w n2w . N .
1) apar)rt = 5 [ e vty toduds,

On déduit de 14 les inégalités de Cauchy :

M(ry, 15)

) el < e
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ou M(r,, r,) désigne la borne supérieure de |f (2, zs)| pour |z,|=r,,
23] = 15, ou, ce qui revient au méme, pour |2;| < 7y, |2e] < 72

On laisse au lecteur le soin d’énoncer le théoréme analogue au théoréme
de Liouville, ainsi que le principe du maximum.

5. COMPOSITION DES FONCTIONS HOLOMORPHES

ProposrTioN 5. 1. Soit f(2y,...,2.) une fonction holomorphe dans un ouvert D
de C. Soient
81545 &n

des fonctions holomorphes dans un ouvert D' de CP, telles que leurs valeurs en chaque
point de D' soient les coordonnées d’un point de D.

(YIRS A { CTCTRTN 7 N X (AN )|

est une fonction holomorphe de t,, ..., tp, dans Uouvert D'.

Démonstration. On pourrait utiliser la méthode de substitution dans les
séries entitres convergentes. Comme nous n’avons pas exposé en détail
cette question dans le cas de plusieurs variables, nous préférons donner
ici une méthode dont le principe est enti¢rement différent.

Par hypothése, puisque f est holomorphe on a

(5. 1) if= %L .
=102k
Puisque les fonctions g, sont holomorphes, on a

P
(5. 2) g = O %k ay,
j=10¢;

On trouve la différentielle de la fonction composée f o g en substituant aux
différentielles dz; dans (5. 1), leurs valeurs tirées de (5. 2); donc d(fo g)
est une combinaison linéaire des dtj, et par suite fo g est une fonction holo-

morphe des ¢;.

6. THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES
PROPOSITION 6. 1. Soient f; (%1 ..oy Xn3 21y ooes Zp)s (J =1, oo, 1), des fonctions
holomorphes au voisinage d’un point x; = aj, i = ¢x. Supposons que le déterminant
Sonctionnel det <§;-ﬁ> soit # 0 au point considéré. Alors les équations

J’

(6' I) Ji =fi(xly ceey Xny RYy oeey Zp) (] = I, eeey n)
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peuvent se résoudre lorsque les x; sont assez voisins des aj, les 2 sont assez voisins
des ¢y, et les y; sont assez voisins des b; = fi(@y, ..., @n; €1, «..y €p), de la maniére
sutvante :

(6. 2) X =81 D15 « o3 In3 Zts oo vs Xp)s
oit les g; sont des fonctions holomorphes au voisinage du point (by, ..., ba; €15 ...y Cp).

Démonstration. On va se ramener au théoréme classique des fonctions
implicites de variables réelles. Posons

g=xj+xp, =3+ V)
xj, Xj, y; et yj étant réels. Le produit extérieur dx;\d¥; est égal a
(dxf + ide) A (de} — idbel) = — 2id} A .
Ainsi on a
(6.3) dx;Ad%; = — 2idx}Adx}, et de méme dy;AdF; = — 2idy;Ady}.

Or, lorsqu’on fixe 2, ..., Zp, On a

dy./\.../\dyn=det(g’_{1) dx A - Ndso,
j,

dF A - NdF, = det@}ﬁ) A& A - - AdF,
»

d’ol par multiplication

dy AdF A - - Ndy.AdF, = dey NdF A - - - Adxa A d%,.

det <b—f1>

bx,v
Compte tenu de (6. 3), cela signifie que le déterminant fonctionnel de
Pis s « s Vi Yo PAr rapport a i, x4, ..., &1, X, est égal &

det (9_&)

X jr

2
’

qui est £ 0 au point (ay, ..., @; ¢, ..., ¢;) par hypothése. Appliquons le
théoréme des fonctions implicites : x1, i, . . ., x, s’expriment (localement)
comme fonctions continiiment différentiables de yi, 51, . . ., y; et des parties
réelles et imaginaires de zy, ..., Z,. Or le systtme d’équations linéaires

dyj = Eb—fjdx; + %%ﬁda

jt bxl'

montre que les dx; sont des combinaisons linéaires des dy; et des dz.. Donc
X1, ..., X, SODt, en fait, des fonctions holomorphes des y; et des 2.
C.Q.F.D.
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Exercices

1. Montrer que, si f(z) est holomorphe dans un ouvert D, on a, pour tout
zeD,

(i) Alf R = 41" (2P

(ii) Alog(r + | f () = 4|f @ P/(1 + | f R)1B)%

A désignant le laplacien défini au § 3, n° 1.

2. (i) Soit g(z) une fonction holomorphe dans le disque |z| << R. Montrer

que, si 0 < r < R, et si g(2) n’a pas de zéro dans le disque fermé |z| < 7,
on a la relation suivante :

2%
loglg(0)] = ;- [ log|g(re")| ds.
0

(ii) Montrer que l’intégrale
3
f log |re* —.re'|do
0

existe et que sa valeur est égale 4 2nlog r (7, ¢ réels, r > o).
En déduire que, si f(z) est une fonction méromorphe et == o dans le disque
2

. T
2] <R, etsi 0 <r <R, lintégrale j log | f(re!%)|d0 est convergente.
]

(iii) Soient ay, a,, ..., a, les zéros et by, by, ..., b, les poles de la fonction f (2)
considérée dans (ii), contenus dans le disque pointé o << |z| < r (chacun
d’eux étant compté autant de fois que 'exige son ordre de multiplicité),
et .soit :

SR) =zt + ey 2"t 4
le développement de Laurent de f a I’origine (n est donc un entier%o).
Montrer que I'on a

2= p q

2=/ T1og1£(re")|do =log|a] — 3 loglaj + 3 log|bul+ (n +p—g)logr.
0 j= o =1

(Considérer la fonction

8(2) = f(2) <%> M Z2=22 I f(z—bkﬁ.

1<jgp (2 — aj) 1<k 12— b2

et montrer qu’elle est holomorphe et n’a pas de zéro dans un ouvert conte-
nant le disque fermé |z| <7, et que Ig(2)| =1|f(2)] si |z|=71.)
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3. Les fonctions harmoniques considérées dans ce probléme sont toutes
supposées a valeurs réelles.

(i) Si f(z) est harmonique dans le disque |z| << R, et si f(z) > o partout
‘dans le disque, montrer que l'on a les inégalités

R || R -+ |¢]
R /© </@) <gE 570

pour tout |z| << R. (Utiliser la formule de Poisson et remarquer que le
noyau de Poisson satisfait aux inégalités

r—lz| _ rP—1z _r+12|
T el T et —zf T r—Jgf

(pour 2| <7).)

(ii) En déduire que, si f(z) est harmonique et > o dans un disque D(a, r)
de centre a et de rayon r, on a

%f(a) < f(2) < 3f(a)

pour tout z dans le disque D(a, r/2).

(ii1) Soit f(z) une fonction harmonique et >> o dans un ouvert connexe
D du plan C, et soit K un compact contenu dans D. Montrer qu’il existe
une constante M, ne dépendant que de D et K, telle que 'on ait

S (21) < MSf(z0)

quels que soient z;, z, dans K. (Montrer qu’il existe un nombre fini de
disques fermés D, satisfaisant aux conditions suivantes :

Do UD,,:K,

et, pour deux quelconques d’entre eux, soient D, et Dy, il existe une suite
D,, ..., D,, telle que D, =D, D, =D, et D,_ nD, #¢ pour

"j
j=2,3, .., k. Appliquer (ii) a chacun de ces dlsques)

(iv) Soit |f. (z)} une suite de fonctions harmoniques dans un ouvert
connexe D, monotone croissante (au sens large) :

fa (2) < frp1(z) pour tout zeD et n=1, 2, ...
S’il existe un aeD tel que sup | fa(a)| < oo, montrer que la suite f; ()

converge, uniformément sur tout compact dans D, vers une fonction
harmonique. (Remarquer I’équivalence de la convergence de la suite

(fa(2))et celle de la série B(f,4,(2) —f(2)) et appliquer (iii).)
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A

4. Fonctions sous-harmoniques. Une fonction continue et & valeurs réelles
définie dans un ouvert D du plan C est dite sous-harmonique si, quel que soit
aeD, on a

(SH) £ < o [T (a+ret) do

pour r > o assez petit.
(i) Sif(z) est holomorphe dans un ouvert D, montrer que | f (z)|? est sous-
harmonique dans D, pour p > o.

(ii) Si fi(z), v = 1,2, ..., n, sont sous-harmoniques dans D, alors les fonc-
tions suivantes sont aussi sous-harmoniques dans D :

% a.f(2), a>o0; sup f(2).

1<v<n

(iii) Si une suite de fonctions sous-harmoniques f,(z) dans D converge
uniformément sur tout compact dans D, la fonction limite est aussi sous-
harmonique.

(iv) Montrer que le principe du maximum s’applique aux fonctions sous-
harmoniques; de fagon précise :

(1) Soit f sous-harmonique dans un ouvert D. Si f posséde un maximum
relatif en un point ae D (i.e. f(2) < f(a) pour tout z assez voisin de a),
alors f est constante au voisinage de a.

(2) Soient D un ouvert borné et connexe du plan, f une fonction sous-
harmonique dans D, et continue dans D. Soit M la borne supérieure de
f(z) quand z parcourt la fronti¢re de D. Alors

(a) f(2) < M pour tout zeD;
(b) si f(a) = M en un point aeD, f est constante.

(v) Soit T le bord orienté d’un compact K contenu dans un ouvert D.
Montrer que, si u, v sont deux fonctions (4 valeurs réelles) ayant des dérivées
secondes continues, on a

(Utiliser la formule de Green-Riemann citée au chapitre 1, § 1, n° g;
prendre d’abord P = —v ——, Q= v—, puis échanger « et v.) En déduire

que, si f(z) est une fonctlon définie dans D, ayant des dérivées secondes
continues, et si aeD, on a

f:/;_a'sr(Af)(z) dxdy = /;%%{(a + ret) rd,
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pour r > o assez petit. (Prendre dans I’égalité ci-dessus, u = f, v = 1.)
En déduire que

;—,tfozﬁf(a+ pe)d = f (a) +ﬁeﬁ f/;_a'gr(af)(z)dxaj:

2nr

pour p > 0 assez petit, et montrer que Af(2) > o, pour zeD, est une
condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction f(z) ayant des
dérivées secondes continues soit sous-harmonique dans D.

Exemple. Montrer que, si f(z) est holomorphe dans un ouvert D, la
fonction log (1 + | f(z)|?) est sous-harmonique dans D.

5. Soit f (z) une fonction sous-harmonique dans le disque |z| < R. Montrer

que, si 0 << r; << R, etsi g (z) est la solution du probléme de Dirichlet dans
le disque |z| < 1y, telle que g(r,e) = f(r,e%), on a

g(re") > f (re")
pour o < 7 << r,. En déduire que la fonction
m(r) = szqrj'(rd°)d6
2n Jo
est une fonction continue croissante (au sens large) de r dans o < r << R.

6. Montrer que si f(z) est holomorphe dans le disque |z| <R, « réel
> o, la fonction

L) = = [ eeypan

est continue croissante (au sens large) dans o < r <<R.

143



CHAPITRE V

Convergence des suites
de fonctions holomorphes ou méromorphes;
séries, produits infinis; familles normales

144

Dans ce chapitre on considére exclusivement des fonctions d’une variable
complexe. Cependant un grand nombre parmi les considérations qui
suivent pourraient s’étendre au cas de plusieurs variables complexes.

1. Topologie de I’espace ¢(D)

1. CONVERGENCE UNIFORME SUR TOUT COMPACT

Soit D un ouvert du plan complexe C. On notera constamment ¢(D)
Pespace vectoriel des fonctions continues (a valeurs complexes) dans 'ouvert
D. On notera #(D) I’espace vectoriel des fonctions holomorphes dans D.

Définition. On dit qu’une suite de fonctions f, € ¢(D) converge uniformément
sur tout compact si, quel que soit le compact K c D, la suite des restrictions
JfalK converge uniformément. Cette définition s’applique en particulier au
cas des fonctions de I’espace #(D).

On sait que la limite d’une suite uniformément convergente de fonctions
continues est une fonction continue. Donc, si la suite des fonctions continues
Jn converge uniformément sur tout compact de D, la fonction limite f est
telle que sa restriction f|K & tout compact K cD soit continue. Comme
tout point de D poss¢de un voisinage compact contenu dans D, il s’ensuit
que f est continue.

rp eae . , . \ . N
Définition. On dit qu’une série ), f, de fonctions Sa€C(D) converge normale-
n

ment sur tout compact de D, si, pour tout compact K c D, la série des restric-
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tions £, K converge normalement. Autrement dit, sur tout compact K, la
série donnée doit étre majorée par une série convergente a termes constants
positifs. Il est clair que si une série converge normalement sur tout compact,
les sommes partielles de cette série forment une suite qui converge unifor-
mément sur tout compact.

PrROPOSITION 1. 1. Pour gu’une suite de fonctions f, € C(D) converge uniformément
sur tout compact de D, il suffit (et il faut) que, pour tout disque compact Tc D, la
suite des restrictions f,|S converge uniformément. Enoncé analogue pour le cas d’une
série normalement convergente.

En effet, soit K un compact quelconque contenu dans D. On peut recou-
vrir K par les intérieurs d’un nombre fini de disques compacts contenus dans
D. La proposition en résulte aussitot.

2. THEOREMES FONDAMENTAUX SUR LA CONVERGENCE DES FONCTIONS HOLO-
MORPHES

THEOREME 1. Si une suite de fonctions f, € 36(D) converge uniformément sur tout
compact, la fonction limite f est holomorphe dans D.

Démonstration. On vient de voir que f est continue dans D. Pour montrer
que f est holomorphe il suffit, d’aprés le théoréme de Morera (chapitre 11,
§ 2, n° 7, théoréme 4) de montrer que la forme différentielle f(z) dz est

fermée. Pour cela il suffit de montrer que f f(z) dz = o chaque fois que y

est le bord d’un rectangle contenu dans D (cf. chapitre n, § 1, proposition
4. 1). Or sur le bord du rectangle, f est limite uniforme de la suite des f,,
et on a donc

[ £ (@) de = lim f fo(2) dze = o,

ce qui démontre le théoréme 1.

COROLLAIRE. La somme d’une série de fonctions holomorphes qui converge norma-
lement sur tout compact de D, est une fonction holomorphe dans D.

TuEOREME 2. Si une suite de fonctions f, e #(D) converge vers f e 36(D) uni-
Sormément sur tout compact, alors la suite des dérivées f| converge vers la
dérivée f' uniformément sur lout compact.

Démonstration. D’apres la proposition 1. 1, il suffit de montrer que les f,
convergent vers f' uniformément sur tout disque compact contenu dans D.
Soit T un tel disque, r son rayon, et prenons pour origine o le centre de §,
Il existe ry > r tel que le disque fermé de centre o et de rayon r, soit conten.
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dans D. Ainsi les f, sont holomorphes pour |z|<<7q+ ¢ (¢> 0 et assez
petit) et convergent vers f uniformément pour |z| < 7,.

Montrons que les dérivées f, convergent uniformément vers f' pour |z| < 1.
Cela va résulter aussit6t du lemme suivant :

LEMME. Si g(2) est holomorphe pour |z| <<ro + ¢, et 5i|g(2)| < M pour [z]| < 7,
alors on a

r
(ﬁé pour (2| <K r<<rg

Démonstration du lemme. On a le développement corvergent

(2. 1) g (&) <M

(2. 2) g(z) = D azr  pour |z| < 7y
n=>0

D’apres les inégalités de Cauchy, on a |a,| < M pautre part, en diffé-

Il.
rentiant terme a terme, on a (7o)
(2.3) g'(z) = X naz—t.
n20
Donc, pour |z| <7< 1y On a

, M ”rn-—l .
(2.4) lg' (I <7 Eo A

n—1
Calculons la somme de la série ) n (r—r-) ; nt*—!est la dérivée de ¢*, donc
n>0 0

3 nt»—1 est la dérivée de Ni» =

n

1 .
; €t par suite

r\"~!t__ 1
Eon(73> B (I ___I_)a.
D’oli, en portant dans (2. 4), I'inégalité

' M
FRlI< T —
0

ce qui démontre le lemme.

Remarque. On peut donner une autre démonstration du théoréme 2 en
observant que la formule intégrale de Cauchy

f =L (L2

2‘Ei ¥ t'—z
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(ou y désigne le bord d’un disque concentrique & X et de rayon un peu
plus grand) donne, par différentiation sous le signe d’intégration par
rapport a 2,
1) — f(t)de
@ =55 ) e
On a donc

£@) =tim = [ LOL _tim £,

n 2m Sy (t—2)2

La limite a lieu uniformément quand z e 2.

PROPOSITION 2. 1. Soit D un ouvert connexe. Si une suite de fonctions holomorphes
SfaeH(D) converge uniformément sur tout compact de D, et si chaque f, est # o
en tout point de D, alors la fonction limite f est # o en tout point de D, sauf si elle
est identiquement nulle.

Démonstration. Supposons f non identiquement nulle. Alors les zéros de f
(qui est holomorphe d’apres le théordme 1) sont isolés puisque D est connexe.
Supposons que fs’annule en z,; d’aprés la proposition 4. 1. du chapitre 1,
§ 5, ordre de multiplicité de ce zéro serait égal & I’intégrale

1 f'(z) dz
axiJy f(2)

étendue 2 un cercle y de petit rayon et de centre z,. D’aprés le théoréme 2,
cette intégrale est limite des intégrales

fa(z) &z
2m ¥ f,.(z)

et ces intégrales sont nulles puisque la fonction holomorphe f, ne s’annule
pas. On arrive ainsi 4 une contradiction, et ceci prouve la proposition.

b

Définition. On dit qu’une fonction définie dans un ouvert D est univalente
si I’application qu’elle définit est injective, autrement dit si elle prend
toujours des valeurs distinctes en des points distincts.

ProrosiTiON 2. 2. Soit D un ouvert de G. Si une suite de fonctions holomorphes
Sfoe36(D) converge uniformément sur tout compact de D, et si chaque f, est uni-
valente, la fonction limite f est univalente si elle n’est pas constante.

Démonstration. Raisonnons par I’absurde. Soient z; et z, deux points

distincts de D tels que f(z;) =f(22) = a. Considérons deux disques
ouverts S, et S,, de centres z; et 2,, et de rayons assez petits pour que
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S, et S, soient disjoints et contenus dans D. D’apres la proposition 2. 1,
/- prend la valeur a dans S, et dans S,, pour 7 assez grand, ce qui contredit
Punivalence de f..

3. ToroLoGIE DE L’EspaceE C(D)

On a déja défini ce que l’on entend par suite de fonctions f, €¢(D) qui
converge uniformément sur tout compact. On va maintenant, d’une fagon plus
précise, définir une fopologie sur I’espace vectoriel ¢(D). Sur le sous-espace
vectoriel #6(D) on considérera la topologie induite.

Pour tout couple (K, ¢) formé d’un compact KeD et d’un nombre ¢ > o,
considérons le sous-ensemble V(K, ¢) de ¢(D) défini par

(3. 1) feV(K, ¢) <= |f(x)|<e pour xeK.

Pour qu’une suite de fonctions f, €¢(D) converge vers f uniformément
sur tout compact, il faut et il suffit que, quels que soient K et ¢, on ait :

S—freV(K,¢) pour n assez grand.

Ceci exprime que la suite des f,e€(D) a pour limite le point f dans la
topologie (s’il en existe une) pour laquelle les ensembles V(K, ¢) forment
un systtme fondamentdl de voisinages de o (les voisinages d’un point f
étant alors définis en effectuant la translation f sur les voisinages de o).

ProrPosITION 3. 1. Il existe effectivement sur C(D) une topologie (invariante
par translation) dans laguelle les ensembles V (K, ) forment un systéme fondamental
de voisinages de o. Cette topologie est unique et peut étre définie par une distance
tnvariante par translation.

Démonstration. L’unicité de la topologie est évidente, parce qu’on connait
un syst¢tme fondamental de voisinages de o, donc, par translation, un
systtme fondamental de voisinages de chaque point de I’espace €(D).
Il reste & trouver une distance invariante par translation et telle que les
V(K, ¢) forment un systtme fondamental de voisinages de o dans la topo-
logie définie par cette distance.

Introduisons d’abord une notion : on appelle suite exhaustive de compacts.
une suite croissante de compacts K;cD (on a donc K;cKy,) telle que
tout compact K contenu dans D soit contenu dans I’'un des K.

LEMME. 1l existe dans D une telle suite exhaustive de compacis.

En effet, considérons les disques compacts contenus dans D dont le centre
a des coordonnées rationnelles et dont le rayon est rationnel. Ils forment
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un ensemble dénombrable, que ’on peut ranger en une suite D,;, D,,...,

D,,... Posons
Ki = U Dn:

agi

et montrons que les compacts K; forment une suite exhaustive. Les intd.
rieurs des disques D, forment un recouvrement ouvert de D, et par consé-
quent tout compact K contenu dans D est contenu dans un K,.

Supposons désormais choisie une suite exhaustive de compacts K, et
posons, pour chaque fe¢(D),

(3-2) Mi(f) = sup [f (@)1,
(3-3) a(f) =1§12"’ inf(1, Mi(f)).

d(f) est fini, parce que la série du second membre est majorée par la série

géométrique Y, 2—'. On va prouver que d(f) possede les propriétés
suivantes: !

(3-4) d(f) =0<> f=o0,
(3-5) d(f+ g <d(f) + d(g),
@ 6) 2= inf(1, M; (f)) <d(f),

d(f) <M(f) + 27

Prouvons (3. 4). Il est clair que, si f est identiquement nulle, d(f) = o;
réciproquement d(f) = o entraine, d’apré¢s (3. 3), Mi(f) = o quel que
soit 7, donc la restriction de f & ehaque compact K; est nulle et par suite
S est identiquement nulle.

Prouvons (3. 5) : il est évident que

M(f+g) < Mi(f) + Mi(g),
d’ou ’on déduit facilement
inf (1, Mi( f + &) <inf (1,Mi(f)) + inf (1, Mi(g)),

ce qui, par sommation, entraine (3. 5).

Les relations (3. 4) et (3. 5) montrent que si I’on définit la distance de f
et g comme étant égale & d(f— g), cette distance est une méirique satis-
faisant 4 I’inégalité du triangle; cette métrique est invariante par translation.
Elle définit sur I’espace ¢(D) une topologie séparée, invariante par trans-
lation.

Prouvons maintenant les inégalités (3. 6). La premiére résulte évidemment
de la définition (3. 3). D’autre part, si 7 est un entier > 1, on a

M;(f) < Mi(f)
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pour j < 7, et par suite (3. ) entraine

d(f) < 227 M(f) + X 27,
it i>i
d’olt (3. 6).
Pour achever la démonstration de la proposition (3. 1), il reste 4 prouver
que les ensembles V(K, ¢) forment un systéme fondamental de voisinages
de o dans la topologie définie par la distance.ci-dessus.

1) tout ensemble V(K, ¢) est un voisinage de o : en effet, K et ¢ étant
donnés, avec ¢ < 1, soit i tel que KcK,. Alors la relation d (f) <27%
entraine fe V(K, ¢), & cause de la premiére inégalité (3. 6).

2) tout voisinage de o de la forme d(f) < ¢ contient un ensemble
de la forme V(K, ¢'). En effet, ¢ étant donné, choisissons I’entier i de

fagon que 2~/ —;— ;alorsfeV(K,, —:—) entraine d (f) <, en vertu de la

deuxi¢me inégalité (3. 6).
La démonstration de la proposition 3. 1 est ainsi achevée.

Remarque. On peut appliquer & ’espace ¢(D) et & son sous-espace #(D)
les propriétés connues des espaces métriques, ou plus exactement des
espaces topologiques métrisables. Par exemple, pour qu’un sous-ensemble
A d’un espace métrisable E soit fermé, il faut et il suffit que chaque point de E
qui est limite d’une suite de points de A appartienne 2 A. De méme, pour
qu’une application f de E dans un espace métrisable E’ soit continu¢ -en un
point x e E, il faut et il suffit que, pour toute suite de points x, € E ayant x
pour limite, la suite des f (x,) ait pour limite f (x). (Le lecteur pourra se
référer par exemple au Cours de mathématiques I de J. Dixmier, Topologie,
chapitre 11, § 3.)

Compte tenu de la remarque précédente, on voit que l’espace (D) est
complet, puisque la limite d’une suite de fonctions continues qui converge
uniformément sur tout compact est continue. De plus, les théorémes 1 et
2 du n° 2 peuvent s’énoncer comme suit :

Le sous-espace ¥6(D) est fermé dans C(D); Papplication de 36(D) dans #6(D),
qui associe & chaque fonction f sa dérivée f', est continue.

2. Séries de fonctions méromorphes

1. CONVERGENCE IES SERIES DE FONCTIONS MEROMORPHES

Soit D un ouvert du plan complexe G; considérons une suite de fonctions f,
méromorphes dans D. 11 s’agit de donner un sens a la convergence de la
série Y, f,.

n
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Définition. On dit que la série ), f, converge uniformément sur un ensemble A c D
s’il est possible d’enlever un nombre fini de termes de la série, de maniére
que les fonctions f,, restantes n’aient pas de pdle sur A et forment une série
uniformément convergente sur A.

De méme, on dit que la série Y. f. converge normalement sur A sil est possible

de lui enlever un nombre fini de termes de fagon que les termes f, restants
n’aient pas de pole sur A et forment une série normalement convergente
sur A.

11 est clair que toute série normalement convergente sur A est uniformément
convergente sur A. Dans ce qui suit, on considérera des séries de fonctions
méromorphes dans D qui convergent uniformément (resp. normalement) sur tout
compact K contenu dans D. On définit la somme d’une telle série : sur tout
ouvert U relativement compact de D, c’est la fonction méromorphe

(r.1) 25+ (25

ngn
<y n>n,

no ayant été choisi de maniére que la série D, f, converge uniformément
n>n

sur ’adhérence U. Dans (1. 1) le premier terme est une fonction méro-
morphe dans U, somme d’un nombre fini de fonction méromorphes;
le second terme est une fonction holomorphe dans U, puisque c’est la
somme d’une série uniformément convergente de fonctions holomorphes
dans U. 11 est facile de.voir que, dans U, la fonction méromorphe (1. 1)
ne dépend pas du choix de I’entier z,.

TuEOREME. Soit une série Y, f, de_fonctions f, méromorphes dans D. Si cette série

converge uniformément (resp. normalement) sur tout compact de D, la somme f de
cette série est une fonction méromorphe dans D; la série D, f des dérivées converge

uniformément (resp. normalement) sur tout compact de D, et sa somme est la dérivée [’
de la somme f de la série donnée.

Démonstration. Nous avons déja vu que la somme f est méromorphe dans
tout ouvert relativement compact U €D, et par suite est méromorphe dans
D.

Soit donné un ouvert U relativement compact, et choisissons rn, comme dans
(1. 1); dans U on a

(1.2) fl= 2f:.+(2ﬂ)'-

R n>no
Or on peut dériver terme A terme la série ), f, de fonctions holomorphes

n>ng
dans U, puisqu’elle converge uniformément sur tout compact de U:
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d’apres le théoréme 2 du § 1, n° 2, la série des dérivées > f converge
. ! n>n° .
uniformément vers > J») sur tout compact contenu dans U. Ceci prouve
n>ng
que la série Y, f+ de fonctions méromorphes converge uniformément vers f*

n
sur tout compact contenu dans U. Cela est vrai pour tout ouvert relati-
vement compact U; il s’ensuit que Y L converge uniformément vers f"
n

sur tout compact contenu dans D.
Si la série ), f, converge normalement sur tout compact de D, le fait que la
n

série ), f4 converge normalement sur tout compact de D résulte du lemme
du n° 2 du § 1.

Remarque. 11 est évident que I’ensemble P(f) des poles de f est contenu
dans la réunion des ensembles P( ), P(f.) désignant I’ensemble des poles de
fa De plus la relation (1. 1) montre que si les ensembles P( f;) sont deux a
deux disjoints, I’ensemble P( f) est égal  la réunion des ensembles P( f,);
de facon plus précise, si z, est un pole d’ordre k de f;, c’est un péle d’ordre k

de f.

2. PREMIER EXEMPLE D’UNE SERIE DE FONCTIONS MEROMORPHES

Considérons la série

(2. 1)

1
—wonl+®o (Z - n)2'

la sommation étant étendue a tous les entiers n. Montrons que cette série
converge normalement sur tout compact du plan G. Un tel compact est
contenu dans une bande de la forme xy < ¥ < ¥, (ona posé z = x + iy ).
11 suffit donc de montrer que la série (2. 1) converge normalement dans
toute bande de la forme ci-dessus. Une telle bande ne contient qu’un nombre

fini d’entiers n; dans la série ), -——I——z, chaque terme est majoré par
—n
1 n<zy (‘z ). .
=T et par conséquent cette série partielle converge normale-
0—

ment dans la bande. De méme, la série partielle. | .
n>azy (z - n)

normalement dans la bande. En enlevant un nombre fini convenable de

termes de la série (2. 1), il reste donc une série de fonctions holomorphes

qui converge normalement dans la bande. C.Q.F.D.

Soit f (z) la somme de la série (2. 1); c’est une fonction méromorphe dans

tout le plan C. La fonction f admet la période 1 :

fz+1)=f(2);

converge
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en effet

Py —Z

1
n (Z+ I— n' Z—-’l')z’

en posant n—1=n

Les poles de f sont les points entiers z = n; ce sont des poles doubles.
Le résidu en un tel pdle est nul, puisqu’au voisinage du point z = n on a

fk) = G—n? n)2 ————— + g(2), g holomorphe.

ProPOSITION 2. 1. La somme f(2) de la série (2. 1) est égale & ( T z>2
n .

Démonstration. Ona lim f(z) = o uniformément vis-a-vis de x; autrement
17]>+o0

dit, pour tout ¢ > o, il existe a tel que | y| > a entraine | f(2)]| <

En effet, supposons d’abord que z reste dans une bande xy < x < %, et
que sa partie imaginaire y satisfasse 4 |y| > a4, a étant > o; dans ce
domaine la série (2. 1) est une série normalement convergente de fonctions
holomorphes; lorsque |y| = + %, chaque terme de la série tend vers o
uniformément vis-a-vis de x dans la bande. Donc la somme de cette série
(qui est normalement convergente) tend vers o quand |y| — + oo, uni-
formément vis-a-vis de x dans la bande. Mais f (z) poss¢de la période 1,
et si on applique la propriété précédente & une bande de largeur au moins
égale A 1, on voit que f(z) tend vers o quand | y| - + oo, uniformément
vis-a-vis de «x.

La fonction g(z) = —1‘—— oss¢de les mémes propriétés que f(2):
sinnz) P prop q

1° elle est méromorphe dans G et admet la période 1;

20 ses poles sont les points entiers z = n, ce sont des péles doubles avec

partie principale -

I .
(z—m)®’
3° g(z) tend vers o quand |y| - + %, uniformément vis-a-vis de x.

La propriété 1° est évidente; pour démontrer 2° il suffit, en vertu de la
périodicité, de montrer que ’origine o est un péle double avec partie

principale Z%; or

= \*_ 7/ L] S I -2
v (atal = () Al
. 6
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uant a 3° cela résulte de la relation.
3 ,
|sin =z|? = sin?zxx + sh?xy,

qui montre que |sin nz| tend vers I’infini quand || tend vers P’infini (uni-
formément vis-a-vis de x).

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 2.1 : la fonction
S (2) — g(z) est holomorphe dans G, puisque f et g ont les mémes pbles
avec les mémes parties principales. Montrons que f— g est bornée :
dans une bande x, < x < x, elle est bornée pour | y| < a (car une fonction
continue sur un cempact y est bornée) et elle est bornée pour |y| > a,
puisqu’elle tend vers o quand |y| tend vers Pinfini; étant bornée dans
chaque bande, la fonction f — g est bornée dans tout le plan en vertu de la
périodicité. D’apres le théoréme de Liouville (chapitre m, § 41, n° 2),
la fonction f — g est constante; puisqu’elle tend vers o quand | y| tend vers
I'infini, cette constante est nulle. La proposition 2. 1 est ainsi démontrée.

Application. On a
® \? 1 I
(2- 3) <sin -rrz) T —,.éo (z—n)?
et le second membre est une fonction £(z) holomorphe au voisinage de

=o0. On a k(o) = X, —1—2- On a donc
nzo N

g 2
. li L R N P x.
(2. 4) lim [(sin nz) s=2 'gi o

Or le premier membre de (2. 4) se calcule aisément a l'aide du dévelop-

2
pement limité (2. 2); sa valeur est 1;—, d’our la relation

1 =2
(2. 5) ..;1;1—5 =%

due a4 Euler.

3. DEUXIEME EXEMPLE D’UNE SERIE DE FONCTIONS MEROMORPHES

Considérons la série

I I I
.1 — =)
(3. 1) z+n§o<z—n+n>
Son terme général est égal & ; (zz— % ; on laisse au lecteur le soin de montrer

que cette série converge normalement sur tout compact du plan C. Sa
somme F(z) est donc une fonction méromorphe dans G, et ses pdles sont
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les entiers z = n; ce sont des poles simples dont le résidu est égal & 1. D’apres
le théoréme du n° 1, la dérivée F'(2) est la somme de la série des dérivées,
c’est-a-dire

F@)=—G—2r—mi—— (s?i:—wé)2= diz <?1:tz>

/

Il en résulte que F(z) — tng est une constante. Or on voit sur (3. 1) que
7 .
F(— z) = —F(2); donc la fonction F(2) — t_g—z est une fonction impaire
7

de z, et comme c’est une constante, cette constante est nulle.
Dans la série (3. 1) on peut grouper les deux termes relativement a I’entier
n et & 'entier — n :

I I I 1\ 2z .
(z—-n+7>+<z+n_7>—z2—n2’

on obtient finalement la relation

I 22 3
.2 — —_— = .
(3-2) z + .g; 22 —n? tgmz

4. AUTRE EXEMPLE

En procédant comme au n° 2, on démontre
P s

(,__ I)” _ w2 )
—w<n<+n (8 —n)?  (sinw2)(tg mz)

]

(4. 1)

de 1a on déduit, en procédant comme au n° 3 :

(4-2) PRI L e e

"1 22—n?  sinmz

5. LA FoNcTION §) DE WEIERSTRASS

Considérons, comme au chapitre m1, § 5, n° 5, un sous groupe discret Q
de G, ayant pour base un systtme de deux vecteurs ¢, et ¢, dont le rapport
n’est pas réel. Observons tout de suite que la donnée de @ ne détermine
pas entierement la base (e,, ¢;). Si on a une autre base (¢, ¢;), les vecteurs
de la premitre base s’expriment comme combinaisons linéaires & coeffi-
cients entiers des vecteurs de la ‘deuxiéme, et réciproquement; il en résulte
que le déterminant de la matrice des coefficients est un entier qui poss¢de
un inverse dans ’anneau des entiers, donc est égal A +1.
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Réciproquement, si ¢{ et ¢; sont des combinaisons linéaires & coefficients
entiers de ¢; et ¢,, et si le déterminant de la matrice des coefficients est
égal a1, alors les formules de Cramer montrent que, inversement, ¢,
et ¢, sont des combinaisons linéaires a coefficients entiers de ¢{ et e, et
par suite (e, ¢;) est une base de Q.

ProPoOSITION 5. 1. Soit donné un sous-groupe discret Q comme ci-dessus. Alors
la série

(51 =5+ 2, (G

converge normalement sur tout compact du plan C.
Pour la démonstration nous aurons besoin du lemme suivant :

o
LemME. La série 3,

T ¢St convergente.

wEQ, wFk0 |w|
Démonstration du lemme. Pour chaque entier n > 1, considérons le parallé-
logramme P, formé des points z = f,¢; - ty¢5, ol les nombres réels ¢, et
¢, sont tels que sup (|2, |£5]) = n (cf. figure 10). Sur P, il y a exactement 8n

Figure 10

points de Q. La distance de chacun d’eux & o0 est > kn, £ étant un nombre
> o fixe (k est la plus petite distance 4 o des points de Pl) La somme des

L
of

étendue aux points de P, est donc majorée par;a—,l, d’otr

3 <32

w0 Iml r>1 kanz

" I . .
et comme la série E pr} est convergente, le lemme est démontré.

Nous pouvons maintenant prouver que, sur tout disque compact |z|< 7
la série (5. 1) converge normalement. On a w| > 2r pour tous les « sauf
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un nombre fini; on a donc, pour tous les termes de la série (5. 1) sauf un
nombre fini,

_ | 2wz — 22 ‘
0o —2)?%

)k
= | el 2 or lorsque Izl < r

[

Il résulte alors du lemme que la série (5. 1) converge normalement dans
le disque |z] < r

Définition. La fonction p(z) de Weierstrass est par définition, la fonction
méromorphe, somme de la série (5. 1). (Cette fonction dépend, bien entendu
de la donnée du sous-groupe discret Q.)

Les péles de p sont exactement les points de Q; ce sont des péles doubles
dont le résidu est nul : en effet, au voisinage de z = », on a

p(2) = G—w)e + g(z), g holomorphe.

La fonction y est une fonction paire de z, car

1 \ I I
p( z) - zg + wéo ((z + w)z mz)’
et dans le second membre, il suffit de changer » en — » pour retrouver
la série (5. 1). '

D’apres le théoréme du n° 1, on obtient pour dérivée p’ le développement .
en série (normalement convergente sur tout compact) :

(5-2) PRy =—2 2

az— w)3
Cette relation met en évidence la périodicité de la fonction ' :
Y (2 + o) =9 (2) pour tout w € Q,

et le fait que p'(—2) = —¥'(2).

Démontrons que la fonction p elle-méme admet pour période tous les
o e Q. Il suffit pour cela de démontrer que p(z2 + ¢;) = p(2), ¢ prenant les
valeurs 1 et 2. Or

(5-3) p(z + &) — p(2) = constante,
puisque la dérivée p’'(z + ¢) —p'(z) = o. Dans la relation (5.3) donnons

¢ . . . .
a z la valeur — ;’, ce qui est possible puisque :—' et ——% ne sont pas des
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poles de p; on voit que la constante du second membre de (5. 3) est égale

ayp ( %)— p ( — 4 ),.donc nulle puisque la fonction p est paire.
\ 2 2

En résumé, la fonction p de Weierstrass est une fonction méromorphe
admettant pour périodes les points de Q, et dont les pbles sont exactement

_r .
(z—o)?

Développement de Laurent de p(z). Au voisinage de l’origine, p admet un
développement de Laurent qui est a priori de la forme

les points de Q, chacun d’eux ayant I’ordre 2, avec partie principale
p Yy p p P

(5-4) p(2) =21§+azzz+a‘zl+
puisque la fonction p est paire, et que d’aprés (5. 1), la fonction

8@ =¥ — =3 ( L 5)

holomorphe au voisinage de I’origine, s’annule pour z = o. Il est aisé

d’exprimer les coefficients a, et a, 4 I’aide du sous-groupe discret Q; en
dérivant terme i terme la série g(z), on obtient

1 I
(5-5) w=32% 5 4=52 %
Dérivons maintenant terme a terme la relation (5.4), puis élevons au
carré; il vient :
8a
(5. 6) (@) =F—"g—16a+

en élevant (5. 4) au cube on obtient

(5-7) (p(z))“=;—s-+3zi:+3a4+...’
d’olr
M2 — 4 = —20 2 — 28, + 2%(-- ).

Par conséquent la fonction
(5-8) p'% — 4p® + 20250 + 284,

est holomorphe au voisinage de ’origine, et s’annule 4 l’origine. Or cette
fonction admet Q comme groupe de périodes; elle est donc holomorphe
au vaisinage de tout point de Q et nulle en tout point de Q. Comme cette
fonction n’a pas de poles en dehors de Q, il s’ensuit qu’elle est holomorphe
dans tout le plan; étant bornée sur tout compact, elle est bornée dans C en
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vertu de la périodicité; et puisqu’elle est nulle & Iorigine, elle est identi-
quement nulle d’aprés le théoréme de Liouville. On a finalement I’identité

(5-9) p'2 — 4p® + 20a.p + 282, = o.

Cette relation posséde une interprétation importante : considérons la
courbe algébrique

(5. 10) JP= 4x® — 20ayx — 28a,;

les formules x = p(z), » = §'(z) donnent une représentation paramétrique
de cette courbe. On va montrer que tout point (x, ») € G X C qui satisfait
a (5. 10) est I'image d’un point ze(, bien déterminé 4 I’addition prés
d’un élément de Q.

Cherchons d’abord les z€C tels que 2zeQ et z&Q. En un tel point, p et »’ sont
holomorphes; on a v’ (z) = p'(—z) & cause de la périodicité de y’, et p’(2) = —p'(—2)
puisque p’ est une fonction impaire; donc y’ s’annule en un tel point. On connait
trois tels points :

(5 11) z=eal2, z=¢62, z=(a+6)2

et on voit tout de suite que tout 2 tel que 2zeQ et z¢Q est congru (mod. Q) A
Pun des trois points (5. 11); les classes (mod. Q) des trois points (5. 11) sont
distinctes.

Puisque »’ posséde un unique péle triple dans chaque parallélogramme de périodes,
la proposition 5. 1 du chapitre m (§ 5) montre que »' posséde au plus trois zéros
distincts dans chaque parallélogramme de périodes. Ce sont donc les trois points
(5. 11), ou ceux qui leur sont congrus mod. Q. Toujours d’aprés la méme propo-
sition, la fonction p prend, dans chaque parallélogramme de périodes, au plus deux
fois une valeur donnée. Puisque r(z,) = »(— 2,), la fonction prend exactement
deux fois toute valeur de la forme p(2,), si 22,&Q; au contraire, si 2z,€Q et
Z,&Q, on a V' (zy) = o comme on vient de le voir, donc I'équation p(z) =p(z,)
admet z, comme racine double, et par suite p ne prend qu’une fois la valeur p(z,)
dans un parallélogramme de périodes.

De tout cela il résulte que chacune des valeurs

v(ey/2), »(ez/2), ¥((er + €)/2)

est prise une seule fois dans chaque parallélogramme de périodes, et que ces trois
valeurs sont distinctes. En vertu de (5. 9), ce sont les trois racines de I’équation

(5. 12) 4x% — 20a,x — 28a, = o,

et par suite cette équation a trois racines distinctes. En résumé, on a prouvé :

PROPOSITION 5. 2. Le groupe discret Q étant donné, Péquation (5. 12), dont les coefficients
a, et a, sont définis par (5. 5), a trois racines distinctes. De plus, pour tout point (x, y)€C X G
de la courbe algébrique (5. 10), il existe un ze G et un seul (modulo Q) tel que

M) =% V()=

On verra (Cf. chapitre vi, § 5, n° 3) qu’inversement, étant donné arbi-
trairement une relation de la forme (5. 10) dont le second membre a trois
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racines distinctes, il existe un groupe discret Q tel que a, et g, satisfassent
a (5. 5); si p désigne la fonction de Weierstrass relative 4 ce groupe Q,
les formules x = p(z), » = p'(z) donnent alors une représentation paramé-
trique de la courbe algébrique (5. 10).

3. Produits infinis de fonctions holomorphes
1. DEFINITIONS

Définition. Soit (fn(z)) une suite de fonctions continues dans un ouvert D
du plan complexe. On dit que le produit infini H Ja(2) converge normalement
n

sur une partie KcD si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1° on a lim f,(z) = 1 uniformément sur K; ceci implique en particulier
n

que, pour r assez grand, f, — I est de module < 1 sur K, et par conséquent
log f. est une fonction définie sur K (on prend la détermination principale
du logarithme);

20 la série de terme général log f, (qui est définie pour n assez grand)
converge normalement sur K.

On peut donner une condition équivalente a la conjonction des conditions
1° et 20 ci-dessus. Posons f, = 1 4 u,; la condition 1° exprime que la suite
u, converge vers o uniformément sur K; lorsque u, est petit, log f, et u,
sont des infiniment petits équivalents, et par conséquent la condition 2°

exprime que la série ), u, converge normalement sur K.
n
En résumé, pour que le produit infini H Jn converge normalement sur K, il faut et
n

il suffit que la série N u, converge normalement sur K.
n

Définition. On dit que le produit infini 11 S converge normalement sur tout com-

n
pact de Pouvert D si, quel que soit le compact K contenu dans D, ce produit
converge normalement sur K.
Une condition nécessaire et suffisante est que si ’on pose f, = 1 + u,,

la série 2 u, converge normalement sur tout compact contenu dans D.
n

S’il en est ainsi, lorsque 7, augmente indéfiniment, les produits finis H S

ngn
convergent uniférmément sur tout compact contenu dans D, vers une
limite f(z), qui est évidemment une fonction continue de z. Pour le voir,
il suffit de prendre les logarithmes des facteurs f, pour » suffisamment grand.
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2. PROPRIETES DES PRODUITS NORMALEMENT CONVERGENTS
DE FONCTIONS HOLOMORPHES

THEOREME 1. Si les fonctions f, sont holomorphes dans D, et si le produit infini
H f» converge normalement sur tout compact de D, alors f= H S est holomorphe

dans D. On a de plus
(2. 1) f=ﬁﬁmfmgpq

Lensemble des zéros de f est la réunion de ’ensemble des zéros des fonctions fr, ordre
de multiplicité d’un zéro de f étant égal & la somme des ordres de multiplicité qu’il
posséde pour chacune des fonctions f.,.

Démonstration. f est holomorphe, parce que f est limite (uniformément sur
tout compact) des produits finis, qui sont holomorphes. La formule d’asso-
ciativité (2. 1) est évidente sur tout ouvert relativement compact U. La
fonction f, n’a pas de zéros dans U dés que n est assez grand, puisque
u, = f,— 1 converge vers o uniformément sur U; la derniére assertion
de I’énoncé est alors évidente.

TuEOREME 2. Sous les hypothéses du théoréme 1, la série de fonctions méromorphes
X 1] f converge normalement sur tout compact de D (au sens du n° 1 du § 2),

et sa somme n’est autre que la dérivée logarithmique f' | f.
Démonstration. Soit U un ouvert relativement compact de D. La fonction
(2.2) g»=exp( 3 logf.),

n>p

est définie et holomorphe dans U pour p assez grand. D’aprés (2. 1), on a,
dans U,

! ! /
(2. 3) L=3Lit.

n<pJn  8p
Or
/ !
(2.9 & — 5L,
8  n>pJn
la série du second membre étant uniformément convergente sur tout
compact de D; en effet, la série des logarithmes ), log f, converge (unifor-
n>
mément sur tout compact) vers log g,; la série des dérivées des fonctions pré-
cédentes converge (uniformément sur tout compact) vers la dérivée g,/g,
(cf. § 1, n° 2, théoréme 2).
En comparant (2. 3) et (2.4), on voit que 'on a, sur U,
L3/
VA
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la convergence étant normale sur tout compact de U. Ceci vaut pour
tout U, d’ou1 le théoré¢me.

3. EXEMPLE : DEVELOPPEMENT DE sin nZ EN PRODUIT INFINI

Considérons le produit infini
(3 1) f@ —zn(r— —)
Ce produit converge normalement sur tout compact du plan G, car la

série 2_&_2 converge normalement sur tout compact, puisque la série

numérique 2 — est convergente. Donc f(z) est une fonction holomorphe

dans toutle plan, et ses zéros sont toutes les valeurs entiéres de z. Ils sont
simples.

D’apres le théoréme 2, on peut différentier logarithmiquement terme a
terme; on obtient la série de fonctions méromorphes, normalement conver-
gente sur tout compact du plan,

fR_1 22
(3-2) fR) =z + Ea 22 —n?
On a vu (§ 2, n° 3) que l2 somme de cette série est
| _n_g@,
tg 2 g(z)
en posant g(z) = sin =z. Ainsi f'[f = g'[g, d’ou

f2) _  sinwz

4 4

Il reste & déterminer la constante ¢. D’aprés (3. 1), f(2)/z tend vers I lorsque
nng

a pour limite =, on voit que ¢ =—. On a

k3

Z tend vers o, et comme s
ainsi établi la formule

(3. 3) s"n——i‘=ﬂ(;_z_’>.

.74 a1

4. LA FoncTION T

Considérons, pour chaque entier n > 1, la fonction holomorphe g, définie
par

(4. 1) &n(2) = z(1 +z)(1 +-§—>~-<!+%>n-
_z2k+1k+12)... (z+m),_.
n! ’
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On a, pour n>2,
@y =R s) e

Si|z] < retsi1 < r<<n, on peut considérer la détermination principale
de log f.(2), et l’on a

(+3) log /(9| < 23+ D+ ) <213

3n®

si L est assez petit. Donc la série ) log f.(z) converge normalement sur
n n
tout compact du plan, et par suite le produit infini g,. H gg"— converge
n22 Sn—1
normalement sur tout compact du plan. Sa valeur est une fonction holo-
morphe g(z), limite uniforme sur tout compact des fonctions

& =281 2+ Sor

La fonction g admet pour zéros les nombres 0, —1, —2, ..., —n,...;
ce sont des zéros simples. Si z n’est pas entier, on peut former le quotient

_ﬂ_L i (1¢4 li L —
(4. 4) g(z + I) nllggn(z + I) ,‘_I:En +z41 .

Donc la fonction méromorphe ¢ est en réalité holomorphe et iden-
tique & 2. De plus on a gz +1) .

(4. 5) g(s) = limg(s) = lim® 12 +1_

Définition. La fonction méromorphe 1/g(z) se note I'(z). Elle admet pour
poles simples tous les entiers n < o, et elle satisfait aux relations
(4-6) P+ 1) =2r(k), TI()=r,

qui résultent évidemment de (4. 4) et (4. 5). De (4. 6) on déduit, par récur-
rence sur Pentier n > o,

(4-7) P(n + 1) = n!

On se propose maintenant de calculer le produit I'(z).I'(t — 2). On a

(4-8) g(z>.g(x—z>=lim"+’ zII(:——)

nR>a
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ce qui, d’aprés le n° 3, est égal a3 T2 En prenant les inverses, on obtient
T

(4-9) L(R).T(1 —2) =

sin 1'!{

A . . I
d’ou1 en particulier, pour z = Py

Produit infini de Weierstrass. En utilisant (4. 1), on peut évidemment écrire
(4. 10) a.(2) =z H <<I + %)e"”‘) .e:(l+%+. ..+%—lozn).
k=1

L’exposant z< 14+ _:T —log n) tend vers Cz lorsque n augmente indé-
finiment, C désignant la constante d’Euler. A la limite, on obtient donc
(!

=1

et le lecteur vérifiera que le produit du second membre est normalement
convergent sur tout compact du plan. Puisque g = 1/T', on obtient, en prenant
les dérivées logarithmiques des deux membres de (4. 11) (cf. théoréme 2)

(4- 12) E@=—i—0+gxi— ‘y

I'(z) z n z+mn

d’ou en particulier

(4. 13) —C —hm(i2 )

>0 P( )

Enfin, on peut dériver terme a terme la relation (4. 12) (cf. § 2, n° 1),
et on obtient

d(T'(z >

(4- 14) dz<r‘(z) n>0(2 + (z+n)*

On comparera la série du second membre a la série ayant pour somme

2
(s' il z) (§ 2, n° 2). Lorsque z est réel et positif, le second membre de
in =

(4. 14) est évidemment positif. Donc log I'(z) est une fonction convexe de 2
pour Z réel > o.
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4. Sous-ensembles compacts de #(D)

La caractérisation que I’on va donner des énsembles compacts de #(D)
constitue ce que I’on appelait autrefois la théorie des « familles normales »
de fonctions holomorphes.

1. SOUS-ENSEMBLES BORNEs DE J6(D)

On va donner une définition des sous-ensembles bornés de I’espace vectoriel
#(D), définition qui n’est qu'un cas particulier d’une définition valable
pour tout espace vectoriel topologique. En particulier, la méme définition
s’appliquerait aux sous-ensembles bornés de ¢(D).

Définition. Un sous-ensemble A c H:(D) est borné si, quel que soit le voisinage
V(K, ¢) de o, il existe un nombre fini positif A tel que AciAV(K, ¢); on
a noté AV(K, ¢) ’homothétique de V(K, ¢) par rapport & I’origine o
dans le rapport ). La relation A cAV(K, ¢) exprime que I’on a | (2)] < e
pour zeK, quelle que soit la fonction f € A. Donc, pour qu’un ensemble A
de fonctions holomorphes dans D soit borné, il faut il suffit que, pour tout compact
KD, il existe un nombre fini M(K) tel que Uon ait

(1.1) I f(2)| <M(K) pour tout zeK et toute feA.

En d’autres termes, A est un ensemble borné si les fonctions f e A sont
uniformément bornées sur tout compact contenu dans D (la borne supérieure
M(K) dépendant évidemment du compact K). _

Si A est un sous-ensemble borné de #6(D), son adhérence A est bornée
(il s’agit de ’adhérence pour la topologie de la convergence uniforme sur
les compacts de D) : ceci est évident, car si (1. 1) a lieu pour toute f €A,
elle a lieu pour toute fonction appartenant 4 ’adhérence de A.

ProposITION 1. 1. L’application f — f' de 36(D) dans lui-méme iransforme tout
ensemble borné en un ensemble borné.

Cela résulte aussitét du lemme qui a servi & démontrer le théoréme 2
du § 1, n° 2.
2. ENONCE DU THEOREME FONDAMENTAL

On se propose de caractériser les sous-ensembles compacts de 1’espace #(D)
des fonctions holomorphes dans un ouvert D du plan complexe.

PrOPOSITION 2.1. Si A c¥6(D) est compact, alors A est fermé et borné.
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Démonstration. L’espace #(D) est séparé, puisqu’il est métrisable (cf. § 1,
n° 3. Donc toute partie compacte de #(D) est fermée, d’aprés un résultat
classique de Topologie générale.

Il reste & montrer que si A est compact, A est borné. Pour cela, soit K un
compact contenu dans D, et considérons I’application

f—>§telglf(z)l

de I’espace #(D) dans R; il est immédiat que c’est une application continue,
donc Pensemble des valeurs qu’elle prend sur ’ensemble compact des
feA est borné. Ceci exprime que les fe A sont uniformément bornées
sur le compact K. Ce résultat vaut pour tout compact K contenu dans D,
et par suite ’ensemble A est bien un sous-ensemble borné de I’espace
vectoriel #6(D).

Remarque. La proposition 2. 1 est énoncée pour ’espace #(D), mais elle est
aussi bien valable pour ’espace €(D) des fonctions continues dans D.
En revanche, la réciproque de la proposition 2.1, que I’on va énoncer
maintenant, est valable exclusivement pour les sous-ensembles de 1’espace
(D) des fonctions holomorphes dans D.

THEOREME FONDAMENTAL. Tout sous-ensemble de ¥6(D) qui est borné et
Jermé est compact.

COROLLAIRE. Pour qu’une partie A de 36(D) soit compacte, il faut et il suffit qu’elle
soit bornée et jfermée.

La démonstration du théoréme fondamental occupera les numéros 3, 4 et 5.
Une forme équivalente du théoréme fondamental est la suivante :

Toute partie bornée de 36(D) est relativement compacte. La réciproque est d’ailleurs
vraie.

3. PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME FONDAMENTAL

Soit A un sous-ensemble borné et fermé de #(D). L’espace topologique
A est métrisable, puisque c’est un sous-espace de I’espace métrisable #(D).
Pour prouver que A est compact, il suffit de démontrer que foute suite infinie
d’éléments de A contient une suite infinie qui converge vers un élément de A.

En effet, on a le lemme suivant de Topologie :

LemME 1. Soit A un espace métrique tel que toute suite infinie de points de A con-
tienne une suile infinie qui converge vers un point de A; alors A est compact.
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Démonstration du lemme 1. Soit (U;) un recouvrement de A par des ouverts
U.. Il s’agit de montrer que ce recouvrement contient un recouvrement fini.
Montrons d’abord :

a) Il existe un ¢ > o tel que toute boule B(x, ¢) soit contenue dans l’'un
au moins des U;(on note B(x, ¢) la boule fermée de centre xe A et de
rayon ),

Pour prouver a), raisonnons par I’absurde : on aurait une suite de
points x,e A et une suite décroissante de nombres ¢, tendant vers o, tels
que, pour chaque 7, la boule B(x,, ¢.) ne soit contenue dans aucun des U,
D’aprés I’hypothése, la suite (x,) contient une suite infinie qui converge
vers un point a € A. On peut donc supposer que la suite (x,) converge vers
a. Soit ‘U; un ouvert contenant a; alors U; contient une boule B(a, 7).
Dés que n est assez grand, on a x,e€B(q, 7/2) et e, < 7/2. Il en résulte que
B(xn, ¢.) est contenue dans U, pour n assez grand, d’ol une contradiction.
Ceci prouve a).

Démontrons maintenant :

b) pour tout ¢ >0, A peut étre recouvert par un nombre fini de boules
B(xa, ¢). Il est clair que la conjonction de a) et b) entrainera qu’il existe
un nombre fini d’ouverts U; qui recouvrent A.

On démontre b) en raisonnant & nouveau par I’absurde : on aurait une suite
infinie de points x,€ A dont les distances mutuelles seraient > ¢; or on
peut, par hypothése, extraire de cette suite une suite convergente, ce qui
conduit évidemment & une contradiction. La démonstration du lemme 1
est ainsi achevée.

4. UN LEMME

D’aprés le n° 3, tout revient maintenant & montrer que si A est un ensemble
borné contenu dans #(D), toute suite infinie de fonctions f,e A contient
une suite infinie qui converge uniformément sur tout compact contenu
dans D. Pour cela il est commode d’avoir un critére de convergence pour
les suites de fonctions holomorphes appartenant & un ensemble borné :

LeEMME 2. Soit D un disque ouvert de centre z,, et soit A un sous-ensemble borné
de ¥6(D). Pour qu’'une suite de fonctions f, e A soit convergente (pour la topologie
de la convergence uniforme sur tout compact de D), il faut et il suffit que la condition
suivante soit satisfaite:

C(zo) pour chaque entier n > o, la suite des dérivées n-iémes f)(z,) a une limite.
(Pour n = o, cela signifie que la suite des valeurs des fonctions f; au point
2o a une limite).
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Démonstration du lemme 2. La condition C(z,) est nécessaire, puisque, pour
chaque #, la suite des dérivées n-iemes £ converge uniformément sur tout
compact de D (§ 1, n° 2, théoréme 2). Il reste & montrer que la condition
C(z,) entraine que la suite (f,) converge uniformément sur tout disque
compact de centre z, et de rayon r strictement plus petit que le rayon du
disque D.

Prenons un 7y > 7, r, étant lui-méme strictement plus petit que le rayon
de D. Puisque A est borné, il existe M fini tel que

(4. 1) Ife(2) <M pour |z —zol <74
Considérons le développement de Taylor des fonctions holomorphes f; :
(4-2) Su(2) = go 8ne(2—20)"™

D’aprés les inégalités de Cauchy, on a
M
(4- 3) [@nl < T
Donc, pour |z — zo| <1, on a, quels que soient £ et A,

@8 A —f@AI< 2 lai—aur+aM 3 (L)
ogngp a>p\To

Puisque rfry << 1, on peut choisir p assez grand pour que
)
n>p \To

soit inférieur a é, en notant ¢ un nombre >0 donné arbitrairement A

PPavance. D’aprés la condition C(z,), lorsque les entiers £ et & augmentent
tous deux indéfiniment, la différence a, x— a.,» tend vers o, pour chaque n,
puisque ’on a

I
ann = 2FP(0).

On peut donc choisir un entier &, tel que ’on ait

> |a,.,k—a,..;.|f"<§ pour k> ko h >k,

0<nLp

On voit donc, dans (4. 4), que ’on a

(4-5) |1hR) =@ <e pour  Ek>key R>ke |2—2 <1

ce qui prouve que la suite des fonctions f; converge uniformément sur le
disque compact de centre z, et de rayon r. Le lemme 2 est ainsi démontré.
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5. DEMONSTRATION DU THEOREME FONDAMENTAL

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoréme fondamental
(n° 2).

L’ouvert donné D peut étre recouvert par une suite dénombrable de
disques ouverts de centres z;eD. Pour chaque entier n > o .et pour
chaque i, considérons Papplication linéaire

(5. 1) A #(D) —>C

qui, a chaque fonction f; associe le nombre f(z;). Considérons alors une
suite de fonctions f; appartenant & I’ensemble borné A; en notant N I’en-
semble des entiers positifs, on se propose de montrer I’existence d’un
sous-ensemble infini N'cN tel que

(5. 2) lim A}(fx) existe pour chaque couple (%, a).-.
keN’

Or, pour chaque i, et chaque n, les nombres A\( fi), lorsque P'indice k
parcourt N, forment une suite bornée, puisque les f; parcourent un ensemble
borné A et que les applications A? sont continues. Rangeons 1’ensemble
dénombrable des applications A} en une suite unique, que nous noterons
15 +ees Bmsy ... On veut démontrer I’existence d’un sous-ensemble infini N’
de N tel que

(5-3) lim pn.(fx) existe pour chaque entier m > 1.
k@N'
Pour cela, on va appliquer le procédé de la «suite diagonale ». Puisque

la suite des p,(fi), pour ke N, est bornée, il existe un sous-ensemble infini
N, N tel que

li iste.
Nim uy(fi) existe

La suite des p,( f3), pour k € Ny, est bornée; donc il existe un sous-ensemble
infini Ny N, tel que
klglx‘lg we (i) existe.
On définit ainsi, de proche en proche, des sous-ensembles infinis
N;oN;>---oN,.

L’ensemble N,.., est alors un sous-ensemble infini de N,, tel que

lim existe.
cent tom+ 1 (i)

Considérons maintenant la suite infinie N’ d’entiers, définie comme suit *
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pour chaque entier m > 1, le m-i¢éme terme de la suite N’ est le m-i¢éme
terme de la suite N,. La suite N’ est une suite strictement croissante, et il
est clair que, & partir du m-iéme, tous les entiers de la suite N’ appartiennent
a N,.. Ceci vaut pour tout m, et par conséquent la suite N’ vérifie la condition
(5- 8), ce qui achéve enfin la démonstration.

Ainsi le théoréme fondamental du § 2 est entiérement établi.

Remarque. En réalité, la démonstration qu’on vient de faire consiste &
prouver, dans un cas particulier, qu’un produit (infini) d’espaces compacts

. est compact.

6. QUELQUES CONSEQUENCES DU THEOREME FONDAMENTAL

On utilisera souvent le principe suivant : Soit A un ensemble borné de fonc-
tions holomorphes dans D; si une suite de fonctions f,e A n’a qu'une seule fonction
adhérente (au sens de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact),
cetle suite est convergente (au sens de cette topologie).

Cela résulte d’un théoré¢me classique de topologie sur les espaces compacts.
Comme application de ce principe, considérons d’abord le cas ou ’ouvert
D est connexe et ou la suite des fonctions f; converge simplement en chaque
point d’un ouvert non vide D' contenu dans D (la convergence signifie que
pour chaque z € D' la suite des nombres f(z) a une limite). S’il en est ainsi
et si les f; appartiennent & un ensemble borné, la suite f; converge unifor-
mément sur tout compact de D. En effet, si f et g sont deux fonctions holo-
morphes dans D, toutes deux adhérentes a la suite des f;, on a évidemment
S(z) = g(z) en tout point ze D', ce qui entraine que f et g sont identiques
dans D (en vertu.du principe du prolongement analytique).
Considérons maintenant le cas d’une suite bornée de fonctions holomorphes
S satisfaisant a la condition C(z,) du lemme 2; 2z, désigne ici un point de
D. Alors, si D est connexe, la suite f, converge uniformément sur tout
compact de D. En effet, si f et g sont deux fonctions holomorphes adhé-

"rentes a la suite (fi), on a f™(zy) = g"(z,) pour tout entier n> o, et par

conséquent f et g sont identiques en vertu du principe du prolongement
analytique.

On peut aussi considérer le cas d’une suite bornée de fonctions holomorphes
Ji dans D, qui converge simplement en chaque point d’un sous-ensemble
E non discret de D, D étant toujours supposé connexe. Une telle suite converge
uniformément sur tout compact de D, car si f et g sont deux fonctions
holomorphes adhérentes a la suite (f;), la différence f (z) —g(z) s’annule
en tout point de E, donc est identiquement nulle puisque I’ensemble des
zéros d’une fonction holomorphe dans D (connexe) et non identiquement
nulle est un ensemble discret.
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Exercices

1. Soit f(z) une fonction holomorphe dans le disque |z| < 1, et suppo-
sons que f (0) = o. Montrer que la série Y. f(z") converge uniformément

n>1
sur tout compact dans ce disque. (Etant donné o < r < 1, utiliser le
lemme de Schwarz (dans le disque |z| << 7) pour majorer |f (z")| par un
multiple constant de |z|* pour |z| < 7).

2. Soit D un ouvert connexe du plan G, et soit § f. (z)} une suite de fonctions
holomorphes dans D, supposée uniformément convergente sur tout compact
de D vers une fonction non identiquement nulle f (). Soit de plus T le
bord orienté d’un compact K dans D, tel que f(z) # o sur I'. Montrer
qu’il existe un entier positif N tel que, pour n >N, on ait f; (z) #osur T,
et que f, et f admettent le méme nombre de zéros dans K. (Si M est la
borne inférieure de | £ (z)| sur T, et si on choisit N de telle maniere que
| fu (2) —f (2)] < M pour n > N et zeT, on peut appliquer le théoréme
de Rouché (exercice 19 du chapitre 1) aux fonctions f () et f, (2) — f(2).)

En déduire que, si a est un zéro de f'(z), il existe une suite (a,) de points
de D telle que

lima, = q, fu (@) =o.

3. Soit t© un nombre complexe tel que Im(t) > o, et posons g = €™,
Montrer que les deux séries suivantes convergent uniformément sur tout
compact dans le plan G de la variable u :

— 1)" n!e21:m‘u
R bl st

1\2
—1 3 (— I)nq(""' 7) £2n+ Dmin,
—n+»

Si on désigne par 34(u), $,(x) les fonctions holomorphes (dans le plan
tout entier) définies par ces séries, on a les relations suivantes :

Fo(u + 1) = 3o(u), (1) = —31(?1):
Go(u + 1) = — gl (W), S+ 1) = — ¢l (u),

So (u + %) = i1t e ™03 (u).

Montrer que les fonctions $¢(u), 3;(¢) ne sont pas identiquement nulles.
(Montrer, par exemple, que

[l = 1 42 3 1qi)

nz1
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Montrer que les nombres complexes m + nt, avec m, n entiers, sont des
. 1
zéros de la fonction 3,(#), et que les nombres m + (n + -;)r sont des zéros

de 54(u). En évaluant I’intégrale de la fonction A'/k sur le périmeétre d’un
parallélogramme de périodes convenablement choisi, montrer qu’il n’y
en a pas d’autres.

4. Soit @ un nombre réel. En procédant comme au n° 2, § 2, montrer
P’égalité suivante :

nt sh 2ma _ 3 I . 1
sin x(z + ai) sin (g —ai) _, T, \&+n—a z+n+a)

et en déduire que

sh 2na I

ch 2ra —cos 2nz  _.. Shcqn (2 1)+ a®

i
a

5. Montrer les développements suivants :

) w (—1)"*(en —1)

COS TZ a3 (n_L>a_ 2
2

’

(i) nignz =22 Y

2ty ____1__>2 — 22
2
Déduire de (i) que I'on a

_?_.= [—L-l-—l.__i_{_.

4 3 5 7
Déduire de (i), (ii), en procédant comme au n° g, § 3, les formules suivantes :
P 3
_ o4 ,
(iii) COs 72 nl;]; < 1 (n— 1) )
: 4 . TZ 4
iv cos — —sin — =
W) 4 4 nl_in < + I)
(On remarquera que
(cost/2 —sint[2)’ 1 1 +4sin t.>
cost/2 —sintf2 = 2  cost

6. Montrer que 'on a

£(50) + & (Rt o (59)

I'(z) T(z + 1/2) '(22)
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(Utiliser la formule (4. 14).) En déduire, par intégration, que I’on a
I'(z)T(z + 1/2) = e*+’T'(22), a, b constantes;

déterminer a, b en faisant successivement z = 1/2, I.
Montrer par la méme méthode la formule plus générale pour un entier
p > 2 quelconque :

I'(pz) = (2x) ‘(P—l)/sppz—llﬁp(z)F(z + 7;_) o I‘(Z . ; l)-_
(Pour déterminer les constantes d’intégration, on fera z = 1/p, 1; on

pourra utiliser la formule (4. 9), avec z =g¢/p, 1 < ¢<p, et la relation

sin-;lsin%“ .sinf—1, = p[2P~! (pour p > 2), pour évaluer

?
L (1/p)T(2/p) ... T((p—1)/p)-)

7. (i) Montrer que lintégrale, contenant un paramétre réel x,

f e='t=-1dt
0

converge uniformément sur tout intervalle ¢ < x < b, ol 0 < a < b;

en déduire que P’intégrale f "¢~ *—d¢ définit une fonction holomorphe
0

de 2, que ’on désignera par G(z), dans le demi-plan Ré(z) >o.
(i) Montrer que I’on a

n _L\" o _ n’n!
(1) fo<1 %) ¢ tdt._x(x_'_I)H‘(x+")‘pourxréel>o,

et n entier > 1;

(2) e"“(l——fﬁt’><<l —%)n.<e—‘ pour o<t

(Montrer d’abord les inégalités 1 — t/n < e—I" < 1 —¢[n + t%[2n?, et ensuite
utiliser I’inégalité a"—b" < na"—*(a—»b), valable pour a>b>o0, en
prenant @ = e—!", b=1—1t[n.)

En déduire que l'on a

. n 1\" *
lim f (1 ——) 121 dt = f eite1 dt,
n Jo t 0

G(z) = I'(z) pour Re(z) > o.

et que

8. Déterminer le résidu de la fonction I'(z) au pble 2 = —n,n =0, 1, 2, ...
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9. Montrer que, si
Pe) = 5+ a2t +at o+ e

est le développement de Laurent de la fonction p(z) a I’origine, 1’équation
différentielle (5. 9) du§ 2 permet de déterminer par récurrence les coefficients
@s,, avec n_> 3, comme polyndmes en a,, a,. Déterminer effectivement g, ag.

10. Soit P un parallélogramme de périodes de la fonction . Montrer que,
si « et B sont deux nombres complexes, la fonction

(1) p'(2) —ap(z) — B

posséde trois zéros dans P, et que leur somme est égale & une période
(utiliser les propositions 5. 1 et 5. 2. du chapitre m1, § 5). En déduire que,
si u, v sont deux nombres complexes tels que # =v %0 (mod. Q), on
peut trouver a, B de telle sorte que la fonction (1) admette u, v et — u — v
comme zéros; en déduire que, si ¥« +v+ w =0, on a

p(w) () 1
det|p(s) () 1|=o0.
p(w) p'(w) 1

11. Reprenons les notations de I’exercice 3 ci-dessus. Montrer que le
produit infini

I[ [(I — g2n—lg2min) (g __qh—le—z-r.ia)]

n>1
définit une fonction f(ux) holomorphe dans tout le plan de la variable
complexe u. Quels sont les zéros de f(x) ? Montrer que I’on a

S (4) = e.3¢(u),

ol ¢ désigne une constante.

(On montrera que f (#)/5¢(u) est une fonction doublement périodique et
holomorphe dans tout le plan, et on appliquera le corollaire 4 la proposition
5. 1 du chapitre 1, § 5.)



CHAPITRE VI

Transformations holomorphes

1. Généralités; exemples

1. ETUDE LOCALE D’UNE TRANSFORMATION HOLOMORPHE w = f (Z) QUAND
S'(zo) # 0

ProposITION 1.1. Soit w = f(2) une fonction holomorphe au voisinage de z,;
supposons f'(z,) # 0, et posons wy = f(z,). Lorsque z et w sont assez voisins
de zo et wqy respectivement, la relation w = f(z) est équivalente & une relation
z = g(w), ok g désigne une fonction holomorphe (bien déterminée) de w au voisinage
de wy, telle que g(wy) = 2,

Cela résulte du chapitre 1, § 2, proposition g. 1, et aussi du chapitre 1v,
§ 5, proposition 6.1.

Ainsi, au voisinage d’un point, la transformation réciproque d’une
transformation holomorphe & dérivée # o est une transformation holo-
morphe; de plus, avec les notations précédentes, la dérivée g’ est donmée
par la relation

g'w) = %’

En particulier, cette dérivée est % 0 au point w,.
Notons ¢ le nombre complexe non nul f'(z,). La transformation linéaire
(homogéne) tangente au point 2, 4 la transformation f est la transformation

(1. 1) W = cZ.

Considérée comme une transformation du plan, c’est une similitude directe.
En particulier cette transformation conserve les angles et leur orientation. En
d’autres termes, si deux arcs différentiables y, et y, du plan (z) ont pour
origine le point z,, les transformés de ces arcs par w = f (2) sont des arcs
différentiables d’origine w,, et les demi-tangentes au point w, font un
angle orienté égal A ’angle orienté des demi-tangentes aux arcs y, et y,
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VI. Transformations holomorphes

au point z,. Pour cette raison, on dit que la transformation holomorphe
w = f(z) est conforme en chaque point z, ou la dérivée f'(z,) est # o.

Réciproquement, toute transformation linéaire (homogéne) du plan
qui conserve les angles (sans conserver nécessairement leur orientation)
est de la forme (1. 1) ou de la forme

(1. 2) W = ¢Z.

En effet, si T est une telle transformation, il existe une similitude directe
S telle que la composée S~ o T laisse fixe le point de coordonnées réelles
(1, 0). Puisque S—* o T conserve les angles, le point (o, 1) est transformé
en (0, a), a réel # o. Alors (1, 1) est transformé en (1, a); donc les
vecteurs (1, 1) et (1, a) font avec (1, 0) des angles égaux, d’olt a = =+ 1.
Sia=1,S!oT est 'identité, et T=S a la forme (1. 1). Si a=—1,
S—1 o T = U est lasymétrie par rapport & I’axe réel, et T=S0U a la
forme (1. 2).
C.Q.F.D.

Dans le cas (1.1), la transformation linéaire conserve l’orientation;
dans le cas (1. 2), elle change l’orientation. Considérons alors une trans-
formation w = f (z) définie dans un ouvert connexe D du plan de la variable
complexe z = x + iy; supposons-la continiment différentiable avec un
jacobien # o0 en tout point de D; si cette transformation conserve les
angles (autrement dit, si la transformation linéaire tangente en chaque
point de D est de ’un des types (1. 1) ou (1.2)), on a en chaque point de D

I’une des relations
of _ of _
Y o, Y 0.

Ces relations ne sont jamais vérifiées simultanément en un point de D,
sinon les dérivées partielles de f par rapport A x et y seraient toutes deux

nulles, contrairement au fait que le jacobien est non nul. Puisque les deux

fonctions g—{ et %fsont continues, ’ensemble des points de D ot chacune

d’elles est nulle est fermé dans D; D est réunion de ces deux ensembles
fermés disjoints, et par suite I’'un de ces deux ensembles est vide puisque D

. . 0
est connexe. Deux cas seulement sont donc possibles : ou bien b—*-{ =o0
4

en tout point de D (alors la transformation est holomorphe), ou bien g: o

en tout point de D (et alors f est une fonction holomorphe de Z). Dans ce
dernier cas nous dirons que la transformation est antiholomorphe. En résumé :

PrOPOSITION 1. 2. Pour qu’une transformation contindiment différentiable & jacobien
partout 5= o dans un ouvert connexe D du plan conserve les angles, il faut et il suffit
qu’elle soit holomorphe ou antiholomorphe.” Dans le premier cas, elle conserve Iorien-
tation des angles; dans le second cas, elle change orientation des angles.
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2. ETUDE LOCALE D'UNE TRANSFORMATION HOLOMORPHE w = f(Z) QUAND
S'(z) =0

Considérons d’abord un cas particulier, celui de la transformation

(2. 1) w = 2",

ol p désigne un entier > 2. La dérivée de 2P est nulle pour z = 0. La
transformation réciproque

(2. 2) z = wilr

est multiforme; 4 chaque valeur = o de w correspondent p valeurs distinctes
de z. Les angles ne sont pas conservés a l’origine par la transformation
(2. 1), puisque Pargument de w est égal a p fois ’argument de z. On voit
que les angles sont multipliés par ’entier p. Lorsque le point z tourne une
fois autour de ’origine, le point w tourne p fois autour de I’origine dans
le méme sens; on laisse au lecteur le soin de donner un énoncé précis
concernant ’indice d’une courbe fermée décrite par z et I’indice de la
courbe transformée décrite par w.

Pour étudier le cas général d’une transformation holomorphe w = f(z)
lorsque f'(z,) = 0, nous supposerons pour simplifier 2, = o, f(z,) = 0.
Dans ce qui suit il est essentiel de supposer que la fonction f n’est pas iden-
tiquement nulle au voisinage de o; si p est ’ordre de multiplicité du zéro
de f a l’origine, le développement de Taylor de f 4 I’origine est de la forme

(2. 3) w = cz/(1 + f1(2)),

la constante ¢ étant 7 o, et la fonction f;, holomorphe 4 ’origine, satis-
faisant 4 f;(0) = o. Posons

Sa(2) = c'P(1 + f1)'P;

la fonction f,(z) est holomorphe au voisinage de I’origine (on choisit I'une
de ses déterminations), et ’'on a f,(0) % o. La relation (2. 3) équivaut
alors a

(2. 4) w = (2£3(2))P-
Posons
(2. 5) zfalz) = t.

D’aprés le n° 1, cette relation donne z = g(¢), ol g est holomorphe au
voisinage de o et nulle au point o, avec g'(0) # 0. D’aprés (2. 4), on a
t = w'?, d’ou finalement : ’

(2. 6) z = g(w'l®).
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Ainst la relation w = f(2) est équivalente, au voisinage de lorigine, & une relation
de la forme (2. 6), ot g est holomorphe au voisinage de o et nulle & origine, avec
g'(0) #o.

En particulier, & toute valeur w assez voisine de o et 5% o correspondent
p valeurs distinctes de z. On dit que ’origine est un point critique d’ordre p
pour la transformation (2. 6), réciproque de w = f().

3. TRANSFORMATIONS HOLOMORPHES

TuEOREME. Soit f une fonction holomorphe non constante dans un ouvert connexe D.
Alors Uimage f(D) est un ouvert du plan.

Démonstration. 11 suffit de montrer que, pour tout point z,e€D, I'image
f(D) contient tout les points d’un voisinage de f (z,). Le cas ou f'(z,) # 0
est justiciable du n° 1 : dans ce cas f définit un homéomorphisme d’un
voisinage de z, sur un voisinage de f(z,). Le cas o f'(z,) = o (la fonction f
n’étant pas identiquement nulle au voisinage de z,) est justiciable du
no 2 : dans ce cas il existe un voisinage de z, dans lequel la fonction f prend
p fois chaque valeur suffisamment voisine de f(z,) et # f(2,). Ainsi,
dans tous les cas, le théoréme est démontré.

Remarque. Pour tout ouvert D’ contenu dans D, I'image f (D’) est un ouvert.
On dit que l’application f est une application ouverte.

COROLLAIRE. Si f est une fonction holomorphe et univalente (Cf. chapitre v, § 1,
n° 2) dans un ouvert connexe D, f est un homéomorphisme de D sur Uouvert f(D),
et Papplication réciproque f~1 est holomorphe dans f(D).

Démonstration. f est une application injective, et est continue et ouverte.
Son application réciproque f -1 est continue parce que f est ouverte. Puisque
f est univalente, on a f'(z,) % 0 en tout point o€ D, en vertu du n° 2;
donc, d’aprés le n° 1, f~1 est holomorphe en chaque point f(z,).

Définition. Soient D un ouvert du plan de la variable z et D’ un ouvert
du plan de la variable w. On appelle isomorphisme de D sur D’ un homéo-
morphisme qui est défini par une application holomorphe f, ’application
réciproque étant aussi holomorphe.

11 résulte du corollaire précédent que dés qu’une application holomorphe
dans D est univalente, c’est un isomorphisme de D sur son image f (D).

Remargue. Les définitions et les résultats précédents s’appliquent non
seulement & un ouvert D du plan de la variable complexe, mais plus géné-
ralement 4 un ouvert D de la sphére de Riemann, I’application f pouvant
prendre aussi ses valeurs dans la sphére de Riemann.
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4. EXEMPLES DE TRANSFORMATIONS HOLOMORPHES MULTIVALENTES

Méme lorsque la dérivée f'(z) est partout s o, la fonction f peut étre
multivalente (c’est-a-dire non univalente). L’exemple le plus simple est
celui de la transformation

w=e?

qui est périodique de période 2xi. Une bande a<< Im z << b est transformée
dans ’ensemble des points w tels que

a < argw << b.
Dans cette bande la transformation est univalente si et seulement si
b—a << 2m.
A titre d’exemple nous étudierons la transformation w = cos z, dont la
dérivée s’annule pour tous les z multiples entiers de . On a
w = cosz = —;- (6° + ).
La transformation w = cos z est donc composée des deux transformations

t=¢" et w=—;-(t+ 1/t).

Etudions la transformation réciproque : si on se donne arbitrairement w,
il lui correspond deux valeurs de ¢, & savoir les racines de I’équation du
second degré

2 —owt+ 1 =o0,

racines dont le produit est égal & 1; elles sont distinctes si w % = 1; a
chacune de ces racines correspondent une infinité de valeurs de z, déduites
de P'une d’elles par addition d’un multiple entier arbitraire de 2=.

Posons z = x + iy, w = u + v (x, », u, v étant réels). On a

u = ch y cos x, v = —sh y sin x.
Si on fixe y, le point (u, v), lorsque x varie, décrit I’ellipse

u? v?
ch2y+sh2y— !

(il la décrit une fois si ¥ varie dans un intervalle d’amplitude 2x). Si on
fixe x, le point (u, v), lorsque y varie, décrit une fois I’'une des deux branches
de T’hyperbole

u? v2

cos2x sin?«x

= I.
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Pour étudier comment w varie en fonction de z, il suffira, 4 cause de la
périodicité, de faire varier x de — = & + =, y variant de — o 4 + .
De plus, si on change z en — z,-w ne change pas; on fera donc varier x
seulement de 0 4 =. Si on change y en — y sans changer x, u n’est pas
changé, et v est changé en — v : donc & deux points z, et z, symétriques par
rapport & ’axe réel correspondent deux points w, et w, symétriques par
rapport A I’axe réel. Finalement, il suffira de faire varier x de 0 a =, et y
de 0 & + . Soit donc D Pouvert '

(D) o< x<m, y>o.

Faisons d’abord décrire au point z = x 4 iy le « bord orienté » de D :
1° lorsque, x restant o, y décroit de + o & 0, w reste sur I’axe réel, en
décroissant de + oo & + 1; 2° lorsque, y restant o, £ croit de o a =, w reste

A

X=Xo

y=Yo | e . ;"

‘ ~|=.l— -——
A
x

Y=-Yo

eede

Figure 11

sur I’axe réel, en décroissant de + 1 &4 — 1; g° lorsque, x restant égal a =,
y croit de o & + o, w reste sur ’axe réel, en décroissant de — 1 & — o0.
Ainsi P’application w = cos z applique homéomorphiquement le bord de
D sur 'axe réel.

Le lecteur montrera que D est appliqué homéomorphiquement sur le
demi-plan inférieur » < 0. D’une fagon précise, lorsque le point z décrit
un segment y = y, (constante > 0), x croissant de o & =, le point w décrit
une fois et une seule une demi-ellipse ayant + 1 et — 1 pour foyers, située
dans le demi-plan » < o, ayant pour grand axe ch y, et pour petit axe
sh y,. Lorsque le point z décrit une demi-droite x = x, (0 < x5 < %), »
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croissant de 0 & + oo, le point w décrit une fois et une seule une demi-
branche d’hyperbole ayant + 1 et — 1 pour foyers, située dans le demi-
plan v << 0, ayant pour axes |[cos x| et sin x,.

La bande 0 << x << = (y variant de — o & 4 o) est appliquée homéormor-
phiquement sur le plan privé des deux demi-droites (portées par l’axe
réel) u > +1¢et u<<—1.

En ce qui concerne les angles, on observera que la transformation w = cos z
double les angles en chacun des points 2 = o et 2 = = (les angles droits du
bord de D sont transformés en angles plats) ; ceci correspond au fait que la
dérivée — sin z de cos z posséde un zéro simple en chacun de ces points.
A Tintérieur de D, la transformation conserve les angles; elle transforme
les paralleles aux axes de coordonnées du plan (z) en des ellipses et hyper-
boles homofocales, comme on I’a vu.

2. Représentation conforme

1. POSITION DU PROBLEME

Soient D et D’ deux ouverts connexes de la sphére de Riemann S,. On
se demande s’il existe un isomorphisme de D sur D’, ou, ce qui revient au
méme, s’il existe une application holomorphe univalente de D sur D’.
Une condition nécessaire pour que le probléme précédent ait une solution
est de nature purement topologique. Il faut que D et D’ soient homéo-
morphes; en effet, tout isomorphisme est un homéomorphisme. Par exemple,
si D est simplement connexe, il est nécessaire que D’ soit aussi simplement
connexe. Cette condition nécessaire n’est pas suffisante, comme le montre
le théoréme suivant :

THEOREME 1. Le plan C et le disque ouvert |z| <1 ne sont pas isomorphes (bien
qu’ils soient homéomorphes).

Démonstration. Supposons qu’il existe un isomorphisme f de C sur le disque
|z] < 1. Alors f est une fonction holomorphe et bornée, donc d’apres le
théoréme de Liouville elle est constante, ce qui implique une contradiction
puisqu’elle doit étre univalente. '

2. AUTOMORPHISMES DE D

Supposons qu'’il existe au moins un isomorphisme f de D sur D’, et cher-
chons alors & déterminer fous les isomorphismes g de D sur D’. La transfor-
mation S = f—! o g est un isomorphisme de D sur lui-méme, autrement
dit est un automorphisme de D; on a

(2. 1) g=foS.
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Réciproquement, si S est un automorphisme de D, la transformation g
définie par (2. 1) est un isomorphisme de D sur D’. Ainsi on obtient tous
les isomorphismes de D sur D' en composant un automorphisme arbitraire
de D avec un isomorphisme particulier f de D sur D', Il est clair que les
automorphismes de D forment un groupe I'(D). De plus si f est un isomor-
phisme de D sur D', I'application S —fo S ¢ f—! est un isomorphisme
du groupe I'(D) sur le groupe I'(D’).

On se propose, dans les exemples qui suivent, de déterminer explici-
tement le groupe I'(D) pour certains ouverts D particuliers. '

3. AUTOMORPHISMES DU PLAN COMPLEXE

On prend ici pour D le plan G tout entier. Soit z — f(z) un automor-
phisme de C; la fonction f(z) est holomorphe dans G; donc deux cas
seulement sont possibles a priori :

1° f admet le point & Pinfini comme point singulier essentiel;

20 f est un polynéme.

On va voir que le cas 1° est impossible : puisque f est univalente, 'image
par f de la couronne |z| > 1 ne rencontre pas I'image par f du disque
|z| << 1, image qui est un ouvert non vide. Donc I'image de |z| > 1 n’est
pas dense dans tout le plan, et par conséquent, d’aprés un théoréme de
Weierstrass (chapitre 11, § 4, n° 4), le point & I'infini n’est pas singulier
essentiel pour f. Ainsi fest un polynéme de degré n > 1; d’apres le théoréme
de d’Alembert, I’équation f (z) = w admet n racines distinctes (sauf pour
des valeurs particuli¢res de w). Or, par hypothése, f est univalente. On
en conclut » = 1. On a donc démontré le théoréme suivant :

THaEOREME. 2. Le groupe des automorphismes de G se compose des transformations
lindaires

(3-1) z—>az+b, a+#o.

Lorsque a = 1, la transformation (3. 1) est une translation; elle n’a pas
de point fixe. Au contraire, lorsque a # 1, la transformation admet un

A

point fixe unique, i savoir

b
R = .
I—a

On observera que les transformations (3. 1) forment un groupe transitif
dans le plan C: autrement dit, étant donnés deux points quelconques
2, et z,, il existe au moins une transformation du groupe qui transforme
Zy en z,. Le sous-groupe d’isotropie d’un point z,, c’est-a-dire le sous-groupe
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des transformations qui laissent fixe le point z,, se détermine aisément;
par exemple le groupe d’isotropie de ’origine o se compose des similitudes
directes z — az.

4. AUTOMORPHISMES DE LA SPHERE DE RIEMANN

Considérons les transformations homographiques

(4 1) w=j:1”z, ad — be # 0.

Si on multiplie les constantes a, b, ¢, d par un méme nombre complexe s o,
on obtient la méme transformation. Ainsi on devra toujours considérer
que les coefficients a, b, ¢, d, ne sont définis qu’a un facteur constant pres.
Une telle transformation est définie sur la sphére de Riemann §,, et
a valeurs dans la sphére de Riemann'S, : d’une fagon précise, pour z = o,
onaw = afcsic 0,etw =o0o sic= o0 (ce qui implique a % 0). Chaque
transformation (4. 1) posséde une transformation réciproque

dw—b

%2 CCwrd

ce qui montre que chaque transformation homographique (4. 1) est un
homéomorphisme de S, sur S,.

Les transformations (4. 1) forment ainsi un groupe G d’automorphismes
de la sphére de Riemann S,. On se propose de démontrer :

TuEOREME 3. La sphére de Riemann S, ne posside pas d’autre automorphisme que
les homographies (4. 1).

Démonstration. Considérons le sous-groupe formé des transformations de G
qui laissent fixe le point & Pinfini de S,. Ce sont les transformations pour
lesquelles ¢ = o, et puisque d % 0, on peut supposer d = 1. Autrement dit,
le sous-groupe des transformations de G laissant fixe le point & I’infini
n’est autre que le groupe de tous les automorphismes w = az + 6 du plan
C (théoreme 2). Ce groupe est donc aussi le groupe de tous les automor-
phismes de S, laissant fixe le point a ’infini. Le théoréme 3 résulte alors
d’un lemme de caractére général :

LemME. Soit D un ouvert de la sphére de Riemann S, et soit G un sous-groupe du
groupe T' (D) de tous les automorphismes de D. Supposons vérifices des deux conditions
suivantes :

a) G est transitif dans D;
b) il existe au moins un point de D dont le groupe d’isotropie est contenu dans G.

Alors G est le groupe de tous les automorphismes de D.
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Démonstration du lemme. Soit SeT'(D), et soit zpeD un point dont le
groupe d’isotropie soit contenu dans G. Puisque G est transitif, il existe
T e G telle que T(z,) = S(z,). Donc la transformation T—! o S e T'(D) laisse
fixe le point z,, et appartient donc & G; ainsi S = T o (T~ o S) appartient
aG. C.Q.F.D.

5. ETUDE GEOMETRIQUE DU GROUPE DES HOMOGRAPHIES; EQUIVALENCE
DU DEMI-PLAN ET DU DISQUE

Lorsque ¢ # o, la transformation (4. 1) se met sous la forme canonique
bien connue :

w =& 4 (be—ad)jc?
¢ z+dle

Il en résulte que (4. 1) est composée des transformations

(5-1)

d 1 a
z1=z+_7 g = — zs=kz2, w=53+—1
c Z, c

be ;gg>, dont chacune est homographique d’un type parti-

<avec k=

culier. Ainsi toute transformation homographique est composée de trans-
lations, d’homothéties de rapport = o, et d’inversions-symétries (en appe-
lant inversion-symétrie une transformation de la forme z' = 1/2; cette
transformation est en effet composée d’une symétrie par rapport & P’axe réel
et d’une inversion de poéle o et de puissance 1). Le résultat précédent a été
établi pour les transformations (4. 1) telles que ¢ # o; lorsque ¢ = o il
est encore vrai, d’'une maniére évidente. Oa en déduit que toute trans-
formation homographique transforme un cercle ou une droite dans un
cercle ou une droite (les droites étant considérées comme les cercles passant
par le point a linfini). D’autre part, les transformations homographiques
sont conformes, puisque ce sont des applications holomorphes de S, dans
S,; en particulier elles transforment des cercles (ou droites) orthogonaux
en cercles (ou droites) orthogonaux.

Etant donnés arbitrairement deux cercles (ou droites), il existe toujours
une homographie transformant ’'un dans ’autre. En particulier il existe
une homographie transformant I’axe réel y = o dans le cercle-unité :
il suffit de prendre par exemple la transformation

_z—t

(5-2) YEIET

Pour le vérifier, il suffit de s’assurer que trois points particuliers de 1’axe
réel (par exemple o, 1 et o) sont transformés en des points du cercle-
unité (ici, les points w = — 1, w = —i et w = 1).
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A priori une transformation homographique qui transforme 1’axe réel
dans le cercle-unité transforme 1’'un des demi-plans limité par ’axe réel
dans lintérieur du disque-unité, et autre demi-plan dans I’extérieur du
disque-unité (point & linfini inclus). Dans le cas de la transformation
(5. 2), le demi-plan supérieur y > o est transformé dans le disque |w| <1,
puisque le point z = ¢ est transformé dans w = o.

6. AUTOMORPHISMES DU DEMI-PLAN ET DU DISQUE-UNITE

Notons P le demi-plan y > o, et B le disque ouvert |w| <<1. D’aprés la
fin du n° 2, la transformation (5. 2) établit un isomorphisme du groupe
I'(P) sur le groupe I'(B). On se propose maintenant de déterminer expli-
citement ces deux groupes.

On a déja déterminé le groupe de tous les automorphismes de la sphére de
Riemann. Parmi eux, ceux qui transforment I’axe réel y = o en lui-méme
forment un sous-groupe; c’est le sous-groupe des transformations homo-
graphiques

(6. 1) z%a“zi:, ad — be # o,

ou les coefficients a, b, ¢, d, sont réels. En effet, il est évident que si les coeffi-
cients sont réels, les transformations (6. 1) transforment P’axe réel en lui-
méme; réciproquement, si I’axe réel est transformé en lui-méme, les coeffi-
cients a, b, ¢, d, sont déterminés, & un facteur prés, par un syst¢tme d’équa-
tions linéaires & coefficients réels, que I’on obtient en considérant trois
points distincts z,, z,, 23 de I’axe réel et en écrivant que les transformés
de ces points sont réels.

Comme les coefficients de (6. 1) ne sont définis qu’a un facteur réel # o
pres, on peut, dans (6. 1), supposer que ad — bc = == 1. On voit facile-
ment que, parmi les transformations (6. 1), celles qui transforment
le demi-plan supérieur y > o en lui-méme sont celles pour lesquelles
c+d
est > 0. Les transformations (6. 1) pour lesquelles ad — b¢ = 1 forment un
sous-groupe G du groupe I'(P) de tous les automorphismes du demi-
plan P; chaque transformation de G détermine les coefficients a, b, ¢, d,
au facteur == 1 pres.

ad—bc = 1; pour cela, il suffit de vérifier que la partie réelle de

THEOREME 4. Le groupe précédent G contient tous les automorphismes du demi-plan P.

Lorsque ce théoréme sera démontré, il en résultera que chaque automor-
phisme du demi-plan P se prolonge en un automorphisme de la sphére de
Riemann, ce qui n’est nullement évident a prior:.

Pour démontrer que G = I'(P), on observe d’abord que le groupe G
est transitif dans le demi-plan P. En effet, le point i peut étre transformé
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en un point arbitraire a + ib (b > o) du demi-plan par une transformation
convenable de G; c’est immédiat. Si nous montrons que le groupe d’iso-
tropie d’un point du demi-plan (par exemple le point z = ¢) est contenu
dans G, le théoréme 4 sera démontré griace au lemme du n° 4. Tout revient
donc 4 montrer que le groupe d’isotropie du point i est formé de transfor-
mations homographiques.

La transformation (5. 2) définit un isomorphisme de ce groupe d’isotropie
sur le sous-groupe de T'(B) formé des automorphismes du disque |w| << 1
qui laissent fixe le centre o. Il suffira alors de démontrer :

PropPosITION 6. 1. St un automorphisme du disque |z| << 1 laisse fixe o, c’est

‘une rotation z —ze®, 0 étant un angle quelconque.

Démonstration de la proposition 6. 1. Soit z— f(z) un automorphisme du
disque-unité tel que f (0) = o. D’aprés le lemme de Schwarz (chapitre m,

§ 3), on a
If @) < Izl

pour tout z tel que jz| << 1. Mais en appliquant le lemme de Schwarz 4 la
transformation réciproque on trouve aussi

2l < |1£(2)]-

En comparant on obtient |f(z)|=|z|, et par suite, toujours d’apres le
lemme de Schwarz, on a f(z) = ¢z, ¢ étant une constante de module égale
a 1. Ceci acheve la démonstration.

Ainsi se trouve en méme temps achevée la démonstration du théoréme 4.

A titre d’exercice, on déterminera explicitement le sous-groupe d’isotropie
du point z = ¢ dans le groupe de tous les automorphismes du demi-plan
supérieur y > o. Il est transformé du sous-groupe d’isotropie de o dans le
groupe des automorphismes du disque-unité, par la transformation (5. 2).
On trouve les transformations

z+%%
Z>—

[
— 2zt —
I zg2

qui dépendent du parameétre réel 6.

Pour déterminer le groupe des automorphismes du disque-unité |z| << 1,
il suffit en principe de transformer par (5. 2) le groupe des automorphismes
du demi-plan supérieur. Mais on va procéder directement. Il s’agit de
déterminer toutes les transformations homographiques

d=“+b
cz+d

qui transforment le cercle 2Z — 1 = 0 en le cercle 2’2" — 1 = o, et trans-
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forment le disque ouvert 1 — 2Z > o en le disque ouvert 1 — 2’z > o.
La premitre de ces conditions exprime que I'on a

(az+6) (@2 +b) = (2 + d) (Fz + d)
quel que soit z de module 1, ce qui implique
(6. 2) ab = cd
et
(6. 3) aa — cc = dd — bb.

On a alors

r (dd —bb) (1 —27)

1—2'Z

’

lez + d|?
et pour que 1 — 2Z > o entraine 1 — 2'Z' > o, il faut et il suffit que
(6. 4) dd — bb > o.

L’inégalité (6. 4), avec 1’égalité (6. 3), entraine a # o, d 5% o; d’apres
(6.2) on a

b =
—:—= i =1, avec Al <1,
et, d’aprés (6. 3),
la] = |d|
d
24—
Dot : z+b_a a _ w2+t 2

cz+d d:+7-:—z I4Z2
ou § est réel, et z, complexe tel que |z, << 1.
En résumé, on a démontré :

PROPOSITION 6.-2. Le groupe des automorphismes du disque-unité se compose des
transformations homographiques de la forme :

(6. 5) o = go%, o réel, |zo < 1.

3. Théoréme fondamental de la représentation conforme

1. ENONCE DU THEOREME FONDAMENTAL

On se propose le probléme suivant : étant donné un ouvert D du plan G,
trouver tous les isomorphismes (s’il en existe) de D sur le disque-unité
|z| < 1. Une condition nécessaire pour I’existence d’un tel isomorphisme
est la suivante :

1l faut que D soit simplement connexe et distinct de C.
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La premiére condition est nécessaire, puisque D doit étre homéomorphe
au disque ouvert, qui est simplement connexe; la condition D s G est
nécessaire & cause du théoréme 1 du § 2, n° 1. Le théoréme fondamental
qui suit affirme que ces conditions nécessaires sont aussi suffisantes.

THEOREME FONDAMENTAL. Tout ouvert D du plan C, simplenent connexe et
distinct de G, est isomorphe au disque ouvert |z| < I.

La démonstration de ce théoréme fera ’objet des numéros 3 et 4. Aupara-
vant observons que tout isomorphisme de D sur |z| <C 1 est composé d’un
isomorphisme particulier et d’un automorphisme arbitraire du disque-
unité. Comme les automorphismes du disque-unité forment un groupe
transitif, on voit que s’il existe un isomorphisme de D sur le disque-unité,
il existe un isomorphisme qui transforme un point arbitrairement choisi
Zo€ D dans le centre o du disque. Ainsi nous astreindrons 1’isomorphisme
cherché f a la condition

(1. 1) S(zg) = o.

De plus, le groupe d’isotropie du centre du disque-unité se compose des
rotations autour de o (§ 2, proposition 6. 1); on peut donc astreindre
Pisomorphisme f & la condition supplémentaire

(1.2) S'(z0) >o.

En résumé, les conditions (1.1) et (1.2) déterminent entiérement
I'isomorphisme cherché f, s’il existe.

Nous indiquerons tout de suite deux corollaires du théoréme fondamental.

COROLLAIRE 1. Deux ouverts simplement connexes D, et D, du plan C, s’ils sont
tous deux distincts de C, sont isomorphes.

On observera que, en vertu du théoréme 1 du § 2 (n° 1), un ouvert D
simplement connexe et distinct de G n’est pas isomorphe 4 C. Toutefois :

CoRrOLLAIRE 2. Deux ouverts simplement connexes D, et Dy du plan G sont
toujours homéomorphes.

En effet, s’ils sont distincts de C, cela résulte du corollaire 1; et si ’un deux
est égal a C, cela résulte du fait que le disque |z| << 1 est homéomorphe au
plan C.

2. REDUCTION AU CAS D’UN DOMAINE BORNE

-PROPOSITION 2. 1. Soit D un ouvert satisfaisant aux hypoth’ses du théoréme
Sondamental. Alors il existe un isomorphisme de D sur un ouvert borné du plan C.

En effet, il existe par hypothése un point a¢D. Considérons, dans D, la
fonction.log(z —a); on peut en choisir une détermination g(z), puisque D
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est simplement connexe (Cf. chapitre 1, § 1, n° 7). La fonction g, qui
est holomorphe dans D, est univalente dans D, car la relation g(z,) = g(z,)
entraine

e9G ) = gd(x2) c’est-a-dire 2, —a=2,—a.

Choisissons un point z,e€ D; la fonction g prend dans D toutes les valeurs
d’un disque E de centre g(z,) (cf. § 1, n® 1). Si on translate ce disque
par une translation 2=, on obtient un disque dont aucun point n’appartient
a I'image de D par g, puisque la fonction ¢¥ est univalente. Il s’ensuit que

la fonction .

g(z) —g(zo) — 2mi

est holomorphe, univalente et bornée dans D. Elle définit donc un isomor-
phisme de ’ouvert D sur un ouvert borné du plan G, et la proposition 2. 1
est démontrée.

Désormais, nous supposerons D borné; au moyen d’une translation et
d’une homothétie, nous pourrons supposer que 2, = 0, et que D est contenu
dans le disque |z| <C 1. Ces hypothéses seront constamment faites désormais.

3. UNE PROPRIETE D’EXTREMUM

PROPOSITION 3. 1. Soit A lensemble des fonctions f holomorphes et univalentes
dans D, satisfaisant aux deux conditions

(3. 1) f(0) =0, |f(®)] <1 pour zeD.

Pour que I’image D' de f soit exactement le disque-unité, il faut et il suffit que | f'(0)]

soit maximum. parmi Uensemble des valeurs qu’il peut prendre lorsque f parcourt A.

Démonstration.

1° La condition est nécessaire; soit fe A et soit D’ son image; soit g un
isomorphisme de D sur le disque-unité tel que g(0) =0. On a f=ho g, ou
h est une application holomorphe du disque-unité sur D', avec k(o) = o.
On a |/'(0)] < 1 d’aprés I'inégalité de Cauchy, d’ou

|f'(0)] < |g'(0)]-

20 La condition est suffisante. Pour le voir, on va montrer que si f €A
et ¢’il existe un a n’appartenant pas 4 I'image de f (avec |a| < 1), il existe
une ge A telle que

1'(0)] > |f'(0)].
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Pour cela, considérons d’abord la fonction

—log L) —2 .
(3‘ 2) F(Z) —logl_—a-f(z)’
elle est holomorphe et univalente dans D. Les valeurs de f(z) sont dans

zZ) —

le disque-unité; donc les valeurs de :) y sont aussi (cf. § 2, propo-

sition 6. 2), et par conséquent la fonction F(z) a sa partie réelle < o. Bien
entendu, on a choisi pour F(z) une détermination du logarithme, ce qui
est possible puisque D est simplement connexe. Considérons la fonction

F(z) —F(o)
(3-3) : 8(z) = = ——==,

F(z) + F(0)
qui est holomorphe et univalente dans D. On a g(o) = o; de plus, |g(z)| <1,
en vertu du lemme suivant :

LemME. Si deux nombres complexes u et v satisfont ¢ Re(u) <<o et Re(v) <o,

v—u
alors -
v+ u

Ainsi la fonction g appartient & ’ensemble A de I’énoncé de la propo-
sition 3. 1. Calculons la dérivée de g & I'origine :

o) = —F(0) o) = (a— L) £'(o).
64 §O=p e v FO) = (3—7)s0)

‘< 1. (La démonstration est laissée au lecteur.)

On a donc
|g'(0)] _  1—aa

(35 o)~ i’
a
et pour montrer que |g'(0)| > | f'(0)[, il suffit de vérifier I'inégalité

(3. 6) :

2|a| log

— 12

—2log%>o pour o <<i<I.

Cette vérification est élémentaire : le premier membre est une fonction de ¢
dont la dérivée est << 0; elle est donc strictement décroissante dans I’inter-
valle 0 <<t <1, et comme elle est égale & o pour ¢ = 1, elle est™> o pour
o<t<I.

Nous avons ainsi achevé de démontrer la proposition 3. 1.

4. DEMONSTRATION DU THEOREME FONDAMENTAL

Compte tenu de la proposition 3. 1, il nous suffira de prouver qu’il existe
une fonction fe A pour laquelle la borne supérieure de | f'(0)| est atteinte.
Soit B ’ensemble des fe A telles que | f'(0)| > 1. L’ensemble B n’est
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pas vide, car la fonction f(z) = z lui appartient. L’ensemble B est un
ensemble borné de ’espace vectoriel (D) (cf. chapitre v, § 4, n° 1);
en effet, on a | f(z)| <1 pour tout zeD et toute fonction fe B. Montrons
que B est un sous-ensemble fermé de #6(D). Soit f une fonction holomorphe
dans D, limite (uniformément sur tout compact de D) d’une suite de
fonctions £, €B. On a

f (o) =lim £, (o) = o.

De plus la dérivée f' étant limite, uniformément sur tout compact, des
dérivées f, on a a la limite | f'(0)| =lim | fi(o)] > 1. Donc la fonction
n

f n’est pas constante dans D. Or f est limite des fonctions univalentes f,.
Il s’ensuit que f est univalente (Cf. chapitre v, § 1, proposition 2 2).
Puisque | f3(z)| << 1 pour tout zeD, on a la limite | £ (z)| < 1; mais il est
impossible que |f(z)| =1 en un point zeD, en vertu du principe du
maximum, compte tenu du fait que f n’est pas constante. En résumé,
on vient de prouver que la fonction fsatisfait a toutes les conditions imposées
aux fonctions de I’ensemble B. Autrement dit, fe B, et ceci montre que
’ensemble B est fermé dans (D).

Ainsi ’ensemble B est un sous-ensemble borné et fermé de #(D). En vertu
du théoréme fondamental du chapitre v (§ 4, n° 2), ’ensemble B est donc
compact. Or Papplication qui & chaque fe B associe le nombre réel | f'(0)]
est une application continue, en vertu du chapitre v (§ 1, n° 2, théoréme 2).
Cette fonction continue sur un espace compact atteint donc sa borne
supérieure; ceci achéve de prouver le théoréme fondamental.

4. Notion d’espace analytique; intégration des formes différen-
tielles

1. STRUCTURE D’ESPACE ANALYTIQUE

Soit X un espace topologique séparé. Nous supposons que I’on s’est donné
un recouvrement ouvert (U;);e;, et, pour chaque U;, une fonction z; &
valeurs complexes définie dans U, et qui réalise un homéomorphisme de U,
sur un ouvert A; du plan C. On impose 4 ces fonctions la condition de
cohérence suivante :

(1. 1) Quels que soient iel et jel tels que U;,nU; % &, Uapplication
fii=zio (2))~! de Pimage z;(UinUj)cA; sur Pimage z:(U:nU;)cA; est
une transformation holomorphe dont la dérivée est partout % o. En d’autres
termes, on a z; = fij(z;) dans U; n U, f;; étant holomorphe (4 dérivée # o)
dans ouvert z;(U;nU;) de C.
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Par définition, la donnée du recouvrement ouvert et des fonctions z; satis-
faisant a la condition (1. 1), définit sur X une structure d’espace analytique.
La fonction z; s’appelle la coordonnée locale dans ’ouvert U;. Si un point de
X appartient & plusieurs ouverts UJ;, on a plusieurs coordonnées locales
au voisinage de ce point (une pour chaque ouvert); le passage d’une coor-
donnée locale z; a4 une autre z; s’effectue par une transformation holo-
morphe fi;, & cause de la condition de cohérence (1. 1).

Par exemple, c’est au moyen d’une telle donnée qu’on a déja défini la
sph’re de Riemann (Chapitre 11, § 5, n° 1). Dans ce cas, X était la sphere-
unité de I’espace R3, et le recouvrement était formé de deux ouverts, chacun
d’eux étant le complémentaire de I'un des podles de la sphére.

Définition d’une fonction holomorphe. Soit X un espace muni, comme ci-dessus,
d’une structure d’espace analytique. Soit f une fonction définie et continue
sur X, & valeurs complexes; pour chaque i, soit f; la fonction définie dans
PPouvert A;c G par la condition que f = f; o z; dans U;. On dit que f est
holomorphe si, pour chaque 7, la fonction f; est holomorphe dans Pouvert A,.
En d’autres termes, f est holomorphe dans X si, dans chaque ouvert U,
f s’exprime comme fonction holomorphe de la coordonnée locale z..

2. APPLICATIONS HOLOMORPHES; STRUCTURE INDUITE

Définition. Soient X et Y deux espaces munis chacun d’une structure d’espace
analytique. On dit qu’une application ¢ : X —Y est une application
holomorphe si elle est continue et satisfait en outre 4 la condition suivante :
pour tout point a€ X, soit b = g(a), et soit w une coordonnée locale au
voisinage de b dans ’espace Y ; alors w o ¢ doit étre une fonction holomorphe
au voisinage du point ¢ de X. Cette condition signifie que w o ¢ s’exprime
comme fonction holomorphe d’une coordonnée locale au voisinage de
a dans I’espace X. Ainsi Iapplication continue ¢ est holomorphe si, au
voisinage de chaque point ae X, une coordonnée locale au voisinage du
point transformé b = ¢(a) est fonction holomorphe d’une coordonnée
locale au voisinage de a. En vertu de la condition de cohérence (1. 1),
la condition précédente est indépendante du choix des coordonnées locales.

Soient X, Y et Z trois espaces analytiques, et soient ¢ : X —>Y, ¢ :
Y — Z deux applications holomorphes. Alors I’application composée * o »
est une application holomorphe de X dans Z. La démonstration est laissée
au lecteur.

Soient X et Y deux espaces analytiques; on appelle isomorphisme de X sur
Y un homéomorphisme ¢ : X — Y qui est holomorphe ainsi que I’homéo-
morphisme réciproque ¢~'. En fait, on verra plus loin (proposition 6. 1)
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que si ¢ est un homéomorphisme holomorphe, son application réciproque est
automatiquement holomorphe, et par conséquent ¢ est un isomorphisme.

Considérons, sur le méme espace topologique X, deux structures d’espace
analytique : la premitre est définie par un recouvrement ouvert (U;) et
des coordonnées locales z;, la deuxiéme ‘est définie par un recouvrement
ouvert (V.) et des coordonnées locales w.. Demandons-nous si I’appli-
cation identique X — X est un isomorphisme de la premiére structure
d’espace analytique sur la deuxiéme. En remontant aux définitions,
on voit aussitot qu’une condition nécessaire et suffisante est la suivante :
pour tout point aeX, pour toute coordonnée locale z; de la premiére
structure au voisinage de a, et pour toute coordonnée locale w. de la
deuxi¢me structure au voisinage du méme point a, w. s’exprime comme
fonction holomorphe de z;, et réciproquement z; s’exprime comme fonc-
tion holomorphe de w.. Cette condition peut encore s’exprimer de la
maniére suivante :

Considérons le recouvrement ouvert de X formé de tous les U; et de tous
les V., avec les coordonnées locales z; et w.; alors la condition cherchée
est que ces données satisfassent a la condition de cohérence (1. 1) ; autrement
dit, ces données doivent définir sur X une structure d’espace analytique
(structure qui sera isomorphe a la fois & la structure définie par les U,
etles z;, et & celle définie par les V, et w,). Lorsque deux structures d’espace
analytique sur X satisfont 4 la condition précédente, nous dirons qu’elles
sont équivalentes. On appelle espace analytique 1a donnée d’ure espace topo-
logique séparé X, et d’une classe de structures analytiques sur X, deux a
deux équivalentes.

Définition. Soit X un espace muni d’une structure d’espace analytique
définie par des U; et des zi. Soit U un ouvert de X; on appelle structure
analytique induite sur U par celle de X, la structure définie par les ouverts
U n U, et pour chacun d’eux, par la restriction de la fonction 2; 4 Un U,
En d’autres termes, si a e U, une coordonnée locale au voisinage de a pour
la structure induite ne sera pas autre chose qu’une coordonnée locale au
voisinage de a pour la structure donnée sur X. Ainsi tout ouvert U d’un
espace analytique X est automatiquement muni d’une structure d’espace
analytique.

3. ExEMPLES D’ESPACES ANALYTIQUES

Considérons le plan G de la variable complexe z. Prenons le recouvrement
formé de 'unique ouvert G, z étant une coordonnée locale dans G. On
définit ainsi sur G une structure d’espace analytique, puisque la condition
de cohérence (1. 1) est trivialement vérifiée. Conformément a la fin du
n° 2, tout ouvert Dc G est muni d’une structure d’espace analytique;
avec cette définition, les fonctions holomorphes de I’espace analytique
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D ne sont pas autre chose que ce que nous avons toujours appelé fonctions
holomorphes dans D.

Comme second exemple d’espace analytique, nous avons la sphére de
Riemann déja mentionnée (chapitre 11, § 5, n° r).

Considérons maintenant I’espace-quotient G/Z du plan G par le sous-
groupe additif Z des points réels a coordonnées entieres. Un point de G/Z
est donc une classe d’équivalence formée de points dont les différences
mutuelles sont des nombres entiers. Conformément aux définitions générales
de la topologie, on munie G/Z de la topologie-quotient de la topologie de G :
un ensemble de G/Z est ouvert si son image réciproque dans G (pour ’appli-
cation canonique G — G/Z) est un ouvert de G. Il revient au méme de dire
que les ouverts de G/Z sont les images des ouverts de G par ’application
canonique G — G/Z.

II est bien facile de montrer que la topologie de G/Z est séparée. Pour
définir une structure d’espace analytique sur X = G/Z, considérons
les ouverts V de G assez petits pour que la restriction & V de ’application
canonique p : G — X soit injective (par exemple, les ouverts V de diamétre
< 1). En désignant par z la coordonnée dans le plan G, considérons le
couple formé de Pouvert U = p(V) de X et de la fonction 2 o p—! définie
dans cet ouvert; on va montrer que ces couples définissent sur X une
structure d’espace analytique.

I1 suffit de vérifier la condition de cohérence. Soient donc V, et V, deux
ouverts assez petits de G, tels que leurs images U, = p(V,) et U, = p(V,)
se rencontrent; nommons p; la restriction de p a V; (pour ¢ = 1, 2), et posons

Vi=(p)"'(Uyn Uy eV, (i=1,2).

La condition de cohérence exprime que lapplication fi; = p, ' o p, de
V; sur V] est holomorphe et que sa dérivée est % o. Or il en est bien
ainsi, car si z € Vj, f1»(z) et z ont méme image dans G/Z, donc, au voisinage
de chaque point de Vj, fi2(2) — 2 est une constante entiére.

Nous aurons un nouvel exemple d’espace analytique en considérant comme
au chapitre v, § 2, n° 5, un sous-groupe discret Q de G ayant pour base
un syst¢éme de deux vecteurs ¢; et ¢, dont le rapport n’est pas réel. Soit X
le quotient G/Q muni de la topologie-quotient de la topologie de G;
les ouverts de X sont les images des ouverts de G par I’application cano-
nique p : G — G/Q. La topologie de X est séparée, et sa structure d’espace
analytique est définie exactement comme dans I’exemple précédent. Mais
ici, Pespace X = G/Q est compact : en effet, considérons un parallélogramme
fermé de périodes, soit P; P est un sous-ensemble compact de G, donc son
image par p est un sous-ensemble compact de X; or cette image est X
tout entier, et par suite X est compact. Nous avons ainsi un exemple
d’espace analytique compact, autre que ’exemple déja connu de la sphére
de Riemann.
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4. PRINCIPE DU PROLONGEMENT ANALYTIQUE; PRINCIPE DU MAXIMUM

Le principe du prolongement analytique (Chapitre 1, § 4, n° 3, corollaire 2)
s’étend aux fonctions holomorphes sur un espace analytique, et méme,
plus généralement, aux applications holomorphes d’un espace analytique
X dans un espace analytique X'. D’une fagon précise : soit D un ouvert
non vide d’un espace analytique X supposé connexe; si deux applications
holomorphes f et g de X dans X' coincident dans D, elles coincident partout
dans X. Pour le prouver, il suffit évidemment de montrer ceci :

PROPOSITION 4. 1. Soient f et g deux applications holomorphes d’un espace ana-
Iytigue X dans un espace analytique X'; Uensemble U des points de X au voisinage
desquels f et g coincident est ouvert et fermé.

Démonstration. D’aprés sa définition, U est ouvert, et il suffit donc de
montrer que U est fermé. Soit ¢ un point de X adhérent a U; puisque
f et g sont continues et coincident dans U, on a f(a) = g(a). Prenons dans
X, au voisinage de a, une coordonnée locale z qui s’annule au point a;
prenons aussi dans X', au voisinage de f(a), une coordonnée locale w.
Au voisinage de a, les fonctions w o fet w o g s’expriment comme fonctions
holomorphes ¢(z) et 4(z) dans un voisinage V de z = o. D’aprés le principe
classique du prolongement analytique, ’ensemble E des z eV au voisinage
desquels ¢ et ) coincident est fermé; comme le point z = o est adhérent &
L, on a oeE; ainsi ¢ et J coincident au voisinage de o, et par suite fet g
coincident au voisinage du point ae X.
C.Q.F.D.

PROPOSITION 4. 2. Soit f une fonction holomorphe sur un espace analytique X,
supposé connexe. Si | f| posséde un maximum relatif en un point ae X, alors la
Sonction f est constante (principe du maximum).

Démonstration. Considérons une coordonnée locale z au voisinage de a;
la fonction fs’exprime, au voisinage de a, comme fonction holomorphe de
z. Puisque | f| possede un maximum relatif au point a, la fonction f est
constante au voisinage de a, en vertu du principe classique du maximum
(Cf. Chapitre 111, § 2, n° 2, théoréme 1). On voit alors par le raisonnement
habituel que Pensemble des points de X oi1 f prend la valeur f(a) est 4 la
fois ouvert et fermé; puisque X est connexe, cet ensemble est X tout entier.
C.Q.F.D.

CoROLLAIRE. St X est un espace analytique connexe et compact, toute fonction
holomorphe sur X est constante.

En effet, | f| est une fonction continue sur un espace compact, donc atteint
sa borne supérieure; d’aprés la proposition 4. 2, la fonction f est donc
constante sur X.
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Exemples. La sphére de Riemann S,, ’espace G/Q (cf. n® 3) sont des
espaces analytiques connexes et compacts. Donc toute fonction holo-
morphe sur ’'un de ces espaces est constante. Si on observe que l’appli-
cation f—fo p établit une correspondance bijective entre les fonctions
holomorphes sur G/Q et les fonctions holomorphes sur G qui admettent
pour périodes les points de Q, on retrouve un résultat déja établi par une
autre méthode : ftoute fonction holomorphe sur G et doublement périodique est
constante (cf. Chapitre mr, § 5, n® 5, corollaire 4 la proposition 5.1).

5. FONCTIONS MEROMORPHES SUR UN ESPACE ANALYTIQUE

Définition. Soit X un espace analytique; on appelle fonction méromorphe
sur X une application holomorphe de X dans la sphere de Riemann S,;
une fonction méromorphe n’est donc pas autre chose qu’une fonction
continue pouvant prendre la valeur o et qui, au voisinage de chaque
point ae X, s’exprime comme fonction méromorphe d’une coordonnée
locale au voisinage de a.

Soit & nouveau Q un sous-groupe discret de G engendré par deux éléments
e, et ¢, dont le rapport n’est pas réel. L’application canonique C — C/Q
établit évidemment une correspondance bijective entre les fonctions méro-
morphes sur I’espace analytique G/Q, et les fonctions méromorphes sur G
admettant Q comme systtme de périodes.

6. INDICE DE RAMIFICATION D’UNE APPLICATION HOLOMORPHE

Soit ¢: X — Y une application holomorphe d’un espace analytique X
dans un espace analytique Y, et soit a un point de X. Soit z une coor-
donnée locale dans X au voisinage de q, et soit w une coordonnée locale
dans Y au voisinage de b = ¢(a). Puisque ¢ est holomorphe, w(g(x)), pour x
voisin de a4, s’exprime comme fonction holomorphe f(z) de la coordonnée
locale z. Supposons, pour fixer les idées, que z s’annule au point a, et
que w s’annule au point b.

Soit p 'ordre de multiplicité de la racine o de I’équation f(z) = o. Il est
facile de voir que cet entier p ne dépend pas du choix de la coordonnée
locale z au voisinage de a, ni du.choix de la coordonnée locale w au voisi-
nage de b; en effet les changements de coordonnées locales s’effectuent par
des fonctions holomorphes dont la dérivée est # o.

L’entier p ainsi défini s’appelle I'indice de ramification de P’application » :
X —Y au point ae X. D’aprés le § 1 (n* 1 et 2), sip est 'indice de rami-
fication, il existe une coordonnée locale z au voisinage de a et une coor-
donnée locale w au voisinage de b, telles que la transformation ¢ s’exprime
alaide de ces coordonnées locales par la relation w = 2. Réciproquement,
s’il en est ainsi, ’indice de ramification au point a est égal 4 p.
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On voit que, au voisinage de a, la fonction ¢ prend exactement p fois
chaque valeur suffisamment voisine de & et distincte de 4 dans Y. En parti-
culier, pour que la restriction de o & un voisinage assez petit de a soit un homéomor-
phisme de ce voisinage sur son image (autrement dit, pour que ¢ soit localement
univalente au voisinage de a), il faut et il suffit que Uindice de ramification p soit
égal & 1; on dit alors que ’application ¢ est non ramifi¢e au point a. ’

ProrosiTION 6. 1. Toute application holomorphe et univalente d’un espace analytique
X sur un espace analytique Y est un isomorphisme.

En effet, d’aprés ce qui précede, I’indice de ramification est nécessairement
égal a 1 en tout point aeX; si b = g(a), I'application réciproque ¢,
au voisinage de b, est obtenue en exprimant la coordonnée locale z au
voisinage de a comme fonction holomorphe de la coordonnée locale w
au voisinage b. Ceci prouve la proposition.

Exemple. Considérons l’application z —>¢**, qui est une application
holomorphe du groupe additif € sur le groupe multiplicatif GC* des nombres
complexes # 0. Par passage au quotient, elle induit une application holo-
morphe ¢ de I’espace analytique G/Z sur G*. Il est immédiat que I’appli-
cation ¢ est holomorphe et univalente. Il s’ensuit que ¢ est un isomorphisme
de C/Z sur C*. En fait, c’est aussi un isomorphisme des groupes topolo-
giques G/Z et G*, comme on I’a vu au chapitre 1, § 3.

7. THEOREME FONDAMENTAL DE LA REPRESENTATION CONFORME

Nous énongons ici sans démonstration un théoréme qui généralise au cas
des espaces analytiques le théoréme fondamental énoncé et démontré
au § 3 pour les ouverts du plan C.

THEOREME FONDAMENTAL. Tout espace analytique X simplement connexe est
isomorphe & Pun des trois espaces suivants:
1° la sphére de Riemann S,;
20 le plan G;
30 le disque-unité |z| < 1.

La démonstration de ce théoréme est trop difficile pour pouvoir étre
donnée ici. Observons que, des trois espaces analytiques ci-dessus, seul
le premier S, est compact. On en déduit le corollaire :

CoROLLAIRE. Tout espace analytique compact et simplement connexe est isomorphe
a la sphére de Riemann. Tout espace analytique non compact et simplement connexe
est isomorphe au plan C ou au disque-unité (ces deux cas s’excluant mutuelle-
ment).
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8. INTEGRATION DES FORMES DIFFERENTIELLES ET THEOREME DES RESIDUS

Définition d’une forme différentielle holomorphe sur un espace analytique X :
une telle forme est définie par la donnée, dans chaque ouvert U; muni
d’une coordonnée locale z;, d’une forme différentielle holomorphe

w; =ﬁ(Zi) dzi,

ou f; est une fonction holomorphe dans I’ouvert A;c(, image de U;
par la coordonnée locale z;. Ces données w; sont de plus astreintes a la
condition de cohérence suivante : si 2; et 2; sont deux coordonnées locales
au voisinage d’'un méme point ae X, la forme différentielle »; se déduit
de la forme différentielle ; par le changement de variable

(8. 1) 2= fij(z),

ou la transformation (8. 1) est celle qui exprime la coordonnée locale z;
en fonction de la coordonnée locale z;. Autrement dit, on doit avoir la

relation
(8. 2) Ji(z) = fi( fis(z) fii(zs)-

Nous allons indiquer rapidement, sans démonstration, comment la
théorie des formes différentielles holomorphes dans un ouvert du plan G se
généralise au cas envisagé ici des formes différentielles holomorphes sur un
espace analytique.

Soit » une forme différentielle holomorphe sur un espace analytique X;
au voisinage de chaque point de X, il existe une primitive de », c’est-a-dire
une fonction holomorphe g telle que dg = . Une telle primitive est déter-
minée a I’addition prés d’une constante. L’existence globale d’une primi-
tive de » n’est pas assurée; toutefois, si I’espace X est simplement connexe,
toute forme différentielle holomorphe sur X poss¢de une primitive. Dans
le cas général ou X n’est pas simplement connexe, l’intégrale de o le long
d’un chemin fermé de X n’est pas toujours nulle; cette intégrale a la méme
valeur pour deux chemins fermés homotopes (au sens du chapitre 11, § 1,
n° 6). La valeur de l’intégrale le long d’un tel chemin fermé s’appelle

alors une période de I’intégrale f ®.

Soit X un espace analytique; on a, au voisinage de chaque point a de X,
une notion d’orientation, car chaque coordonnée locale au voisinage de a
définit un homéomorphisme d’un voisinage de a sur un ouvert du plan C,
qui est naturellement orienté; et deux coordonnées locales au voisinage
de a définissent bien la méme orientation, puisque le changement de coor-
données locales s’exprime par une transformation holomorphe. De la on
peut déduire facilement la notion de « bord orienté d’un compact » contenu
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dans X; si I est le bord orienté d’un compact, alors I’intégrale f o est nulle
pour toute forme différentielle holomorphe «. r

On va maintenant définir la notion de résidu d’une forme différentielle
holomorphe. Soit E un sous-ensemble fermé discret de ’espace analytique
X (E est donc formé de points isolés), et soit » une forme différentielle holo-
morphe dans le complémentaire de E. Soit @ un point de E, et soit z une
coordonnée locale au voisinage de aq, qué\‘nous supposerons nulle au point
a. Au voisinage de a, la forme o s’écrit f(z) dz, ou f est holomorphe au
voisinage de o sauf peut-étre pour z = 0. Le développement de Laurent de
f(z) montre que la forme w, au voisinage de a, s’écrit :

3 4
(8. 3) oo+ (2424 )

ol v, est une forme différentielle holomorphe au voisinage de a (a inclus).
Soit y un chemin fermé, situé dans un petit voisinage de a, ne passant pas
par a, et dont I'indice par rapport & a soit égal &4 1 (I’indice d’un chemin
fermé se définit en considérant I'image d’un voisinage de a par une coor-
donnée locale). Le théoréme classique des résidus montre alors que I’on a

8. 4) f 0 = 2mi oy,
h

Ainsi le coefficient ¢, qui figure au second membre de (8. 3) ne dépend pas
du choix de la coordonnée locale z, nulle au point a. On Pappelle le résidu
de la forme différentielle w au point a.

A partir de cette définition, et en raisonnant exactement comme au chapitre
ur (§ 5, n° 2), on établit le

THEOREME DES RESIDUS. Si le bord orienté I' d’un compact K ne contient aucun des
points de Uensemble fermé discret E dans le complémentaire duquel la forme différentielle
w est holomorphe, Uintégrale [ o est égale au produit par 2t de la somme des résidus

Jr
de w aux points de E situés dans K.

5. Surfaces de Riemann

1. DEFINITIONS

Définition. Soit Y un espace analytique; on appelle surface de Riemann
étalée au-dessus de Y (ou, plus simplement, surface de Riemann au-dessus de Y)
la donnée d’un espace analytique connexe X et d’une application holomorphe
non constante ¢ : X - Y.
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Le plus souvent, on considere le cas bt Y est le plan G de la variable com-
plexe, ou la sphére de Riemann £,. Autrement dit, il s’agit de surfaces de
Riemann étalées au-dessus du plan ou étalées au-dessus de la sphére.
On a vu au § 4, n° 6 quelle est I’allure de ’application ¢ au voisinage d’un
point quelconque ¢ X : si I'indice de ramification de ¢ est égal a 1 au
point a, v définit un homéomorphisme d’un voisinage de a sur un voisinage
de o (a);si'indice de ramification de » au point a est égal & un entier p > 1,
I'image par ¢ d’un petit voisinage de a recouvre p fois un voisinage de ¢(a).
Les points de ramification de ¢ (points ou1 I'indice de ramification est > 1)
sont des points solés de X. Dans tous les cas, I’application g est une appli-
cation ouverte, et I'image réciproque d’un point de Y est un sous-ensemble
discret de X.

Bien entendu, méme lorsqu’il n’y a pas de points de ramification, I’appli-
cation y n’est pas nécessairement injective; de plus, lorsqu’il y a des points
de ramification, I'image par ¢ de I’ensemble (discret) des points de rami-
fication n’est pas nécessairement un sous-ensemble discret de Y; il se pour-
rait méme qu’une infinité de points de ramification distincts de X aient la
méme image dans Y.

Définition. On appelle surface de Riemann non ramifi¢e au-dessus de Y, la donnée
d’une surface de Riemann (X, ¢) ol l’application ¢ est non ramifiée,
c’est-a-dire posséde en chaque point de X un indice de ramification égal a 1.

Pour définir une surface de Riemann non ramifiée au-dessus de Y, il suffit
de se donner un espace tolopogique séparé et connexe X et une application
continue 3 de X dans Y, qui soit localement un homéomorphisme (ceci signifie que
tout point de X posséde un voisinage ouvert V tel que la restriction de 3 a
V soit un homéomorphisme de V sur son image = (V)). En effet, ’application
% définit alors, au voisinage de chaque point de X, une coordonnée locale;
X se trouve ainsi muni d’une structure d’espace analytique, et il est clair
que ’application 5 est alors une application holomorphe de X dans Y.
Un cas particulier des surfaces de Riemann non ramifiées au-dessus de Y
est celui des revétements de Y :

Définition. On appelle revitement de Y une surface de Riemann non ramifiée
(X, ) qui satisfait a4 la condition suivante :

Pour tout point beY, il existe un voisinage ouvert V de b dans Y, tel que I'image
réciproque o~V se compose d’ouverts deux a deux disjoints U, de X, dont chacun
est appliqué homéomorphiquement sur V par Iapplication o.

Exemple. Prenons Y = CG*, complémentaire de o dans le plan C. Prenons
X = G, et soit z = ¢' I’application ¢ de X dans Y. Cette application
définit X comme revétement de Y. En effet, soit 4 un nembre complexe
# 0; prenons pour V un disque ouvert de centre b et de sayon < |b

.
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Chaque détermination de log z dans V est une fonction qui définit un
homéomorphisme de V sur un ouvert du plan G. Ces ouverts U, sont deux
a deux disjoints; leur réunion est ~}(V), et la restriction de ¢ a chaque U,
est un homéomorphisme de U; sur V.

Dans I’exemple précédent, ’espace Y = CG* n’est pas simplement connexe,
mais son revétement G est simplement connexe. Nous avons ainsi un
exemple d’un espace connexe mais non simplement connexe, et d’un
revétement simplement connexe de cet espace. Signalons sans démons-
tration le théoréme suivant :

TutorEME. Tout ouvert connexe du plan G (ou, plus généralement, tout espace
analytique connexe Y) posséde un revétement simplement connexe.

2. FONCTIONS HOLOMORPHES ET FORMES DIFFERENTIELLES HOLOMORPHES
SUR UNE SURFACE DE RIEMANN

Définition. Etant donnée une surface de Riemann (X, ¢) au-dessus de Y,
une fonction holomorphe (resp. méromorphe) sur cette surface de Riemann est
simplement, par définition, une fonction holomorphe (resp. méromorphe)
sur I’espace analytique X. On définit de méme une forme différentielle
holomorphe sur une surface de Riemann.

Par exemple, considérons la surface de Riemann envisagée ala findun® 1 :
X = G (la variable complexe s’appelant ¢), Y = G* (la variable complexe
= os’appelant z), et ’application ¢ est définie par z=¢'. Puisque I’application
o est non ramifiée, on peut prendre, au voisinage de chaque point de X,
la fonction ¢ = z comme coordonnée locale; alors toute fonction holo-
morphe f sur la surface de Riemann s’exprime localement comme fonction
holomorphe de 2. Mais, puisque des points distincts de X peuvent étre
appliqués par ¢ en un méme point de Y, f n’est pas, en général, globale-
ment une fonction holomorphe (uniforme) de la variable z s o. En parti-
culier, ¢ est une fonction holomorphe sur X; au voisinage de chaque
point de X, ¢ est 'une des déterminations de log z; mais, considérée comme
fonction de z sur G*, log z n’est pas une fonction uniforme. On peut dire
que la considération du revétement 5 : X —Y a servi, dans ce cas, a
rendre uniforme la fonction log 2 : au lieu de la considérer comme une fonction
sur C*, on la considére comme une fonction sur le revétement simplement
connexe (X, ¢) de C*.

Nous allons maintenant étudier un autre exemple, qui met en évidence
comment on est conduit A introduire une surface de Riemann convenable
pour « rendre uniforme » une fonction multiforme (nous ne traiterons pPas
le cas général). Considérons, dans le plan G, la fonction multiforme

y=(1—x)m.
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En chaque point x distinct de 1, j et j2 (racines cubiques de 1), y possede
trois valeurs distinctes; si x prend I’une des valeurs 1, j ou 52, les trois valeurs
de y se confondent en une seule, qui est nulle.

On se propose de définir un espace analytique X, et une application
holomorphe ¢ : X — G. Considérons, dans le produit G X G des couples.
(%, ) de nombres complexes, le sous-ensemble X formé des couples tels
que

(2. 1) B2 4+y=1r

Munissons X de la topologie induite par celle du produit G X G; alors
X est un espace topologique séparé. Sur X, on considere les deux fonctions,
notées x et y : premiere et deuxiéme coordonnée du point (x, »). Pour
définir sur X une structure d’espace analytique, on va choisir, au voisinage
de chaque point de X, une « coordonnée locale ». Soit d’abord un point
(%95 7o) € X tel que y4 % 0 (donc x, distinct de 1, j, 7%); alors on prend x
comme coordonnée locale. Ce choix est licite, car la fonction x définit un
homéomorphisme d’un voisinage du point (x,, y¢) (dans X) sur un voisinage
de x, (dans C) : Phoméomorphisme réciproque associe a4 x (voisin de x,)
le couple (x, »), ot y = (1 — x*)'"*, la détermination étant celle qui est
égale a y, pour x = x,. Soit maintenant (xo, y,) un point de X tel que
yp = 0; alors x, % 0 (en fait, xy est I'un des nombres 1, 7, j2), et on prend
» comme coordonnée locale; ce choix est licite pour une raison analogue
a celle donnée ci-dessus (il suffit d’échanger les roles de x et de y).

On doit encore vérifier que les coordonnées locales ainsi définies satisfont
bien 2 la condition de cohérence voulue [condition (1. 1) du § 4]. Autrement dit,
on doit vérifier qu’au voisinage d’un point (x4, y,) € X tel que x4 5% o0 et
9o # 0, la relation (2.1) définit la coordonnée locale y comme fonction
holomorphe de la coordonnée locale x, et vice-versa. Oril en est bien ainsi
car (1 — x%)'/* poss¢de une détermination holomorphe qui est égale a y,
pour x = x4; de méme (1 —»*)!* posséde une détermination holomorphe
qui est égale a xy pour y = y,.

Ainsi nous avons muni ’espace topologique X d’une structure d’espace
analytique. Pour cette structure, chacune des fonctions x et y est une fonc-
tion holomorphe sur X; vérifions-le pour x : c’est évident en un point
(x9,90) tel que y4 % 0, puisque x est une coordonnée locale; et en un point
(%9> 3o) tel que y =0, » est unec coordonnée locale, et x = (1 —y*)'/* est
une fonction holomorphe de .

Prenons pour application ¢ : X — G la fonction x. Alors (X, %) est une
surface de Riemann au-dessus de G. C’est la surface de Riemann que ’on
voulait définir. Sur cette surface de Riemann, y = (1 — x*)!/* est bien une
fonction holomorphe (uniforme). On observera que, au-dessus de chaque
point x € G, la surface de Riemann X posséde 3 points : les 3 points (x, y)
tels que y = (1 — #*)!/2. On dit que la surface de Riemann a 3 « feuillets »
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Mais ces 3 points se confondent en un seul si x est I’'un des points 1, j, 52
de C.

On va définir, sur ’espace analytique précédent X, une forme différentielle
holomorphe », comme suit : au voisinage d’un point (x4, y4) tel que y, 5% o,
on prend

dx
o= —-:
J
Au voisinage d’un point (¥, ¥,) tel que yo = o (donc x, % o), on prend
24y
CT TR

(Si xy % 0 et yo % 0, la relation
x%dx + y%dy = o,
conséquence de (2.1), entraine bien I’égalité des formes différentielles

%’f = —%) . On peut dire que » n’est pas autre chose que la forme diffé-

rentielle sur G :
dx

==

rendue holomorphe par l’introduction de la surface de Riemann (X, g)
au-dessus de G.

Exercice. Montrer que le chemin fermé y du plan G, représenté sur la
figure 12, est en réalité 'image, par ¢, d’'un chemin fermé sur la surface

i

Figure 12

de Riemann X; plus précisément, il y a sur X, #rois chemins fermés ayant y
pour image. En intégrant sur I'un d’eux la forme différentielle o ci-dessus,

3t/§

1
on démontrera que l’intégrale réelle f { est égale 3 —

__dx
o (1 —a3)B
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Revenons a la relation (2. 1). Elle va nous conduire a définir une surface
de Riemann au-dessus non plus de G, mais de la sphére de Riemann §,.
Considérons pour cela le plan projectif complexe Po(C), quotient de

CxCxG—}o,o,o0]

par la relation d’équivalence suivante :

(%, 9, 2) ~(x'y ¥, 2') si x, », 2z sont proportionnels a x', j', z
(on dit que (x, », 2) est un systtme de coordonnées homogenes du point
de P,(C) qu’il définit, c’est-a-dire de sa classe d’équivalence). Les points
de P,(G) dont les coordonnées homogenes x, y, z satisfont & la relation

(2. 2) oty =20

I

forment un espace topologique séparé X'. L’espace X de tout & I’heure

\

s’identifie & un sous-espace de X' : a chaque point (x, ») € X on associe
le point de coordonnées homogenes (x, y, 1). L’espace X' se compose de
I’espace X et de 3 points « a Pinfini » : ceux ayant pour coordonnées
homogenes (1, — 1, 0), (j,— 1, 0) et (72, — 1, 0). Onlaisse au lecteur le soin
de définir sur X’ une structure d’espace analytique qui prolonge celle de X
(il suffira de définir une coordonnée locale au voisinage de chacun des
3 points a linfini de X'), et de définir une application holomorphe
¢’ : X' -8, qui prolonge ¢. On montrera que X' est un espace analytique
compact, et que y/z est une fonction méromorphe sur X’, ayant pour péles
les 3 points & I’infini.

3. SURFACE DE RIEMANN ATTAGCHEE A UNE « COURBE ELLIPTIQUE »

Considérons une relation algébrique entre deux variables complexes x et y, de la
forme

(3. 1) % = 4x% — 20a,x — 28a,

(on utilise 2 dessein les mémes notations qu’au chapitre v, § 2, n° 5). On suppose
a, et a, choisis de fagon que le polynéme du second membre de (3. 1) ait trois racines
distinctes. Désignons ce polynéme par P(x); alors P’(x) = o pour toute valeur
de x telle que P(x) = o, en notant P’ le polynéme dérivé de P.

On va associer a la « courbe elliptique » (3. 1) une surface de Riemann (X, ¢)
au-dessus de G. Comme espace topologique, X est le sous-espace de C x C formé
des couples (x, y) satisfaisant a (3. 1). Sur cet espace X, on définit une structure
d’espace analytique, comme suit : en un point (x,, y)) € X tel que y, # 0, on prend
x comme « coordonnée locale »; en un point (x,, y,) tels que y, = 0, ona P’(x,) £ o,
donc, d’aprés le théoréme des fonctions implicites, la relation (3. 1) équivaut, au
voisinage de (x,, 0) 4 une relation de la forme x = f(y), ou f est holomorphe au
voisinage de o, avec f(0) = x,. On prendra y comme coordonnée locale au voisi-
nage d’un tel point (x,, 0).

L’application ¢ : X — G qui, au couple (x, »), associe xeG, est évidemment holo-
morphe. Donc (X, ¢) est une surface de Riemann au-dessus de C; elle a deux
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« feuillets », puisqu’a une valeur de x correspondent déux valeurs de y en général
distinctes (elles sont distinctes si P(x) 5= 0). D’autre part, la fonction X — G qui,
au couple (x, »), associe y, est aussi holomorphe sur X; nous la noterons simple-
ment .

La forme différentielle » définie par m = dx/y au voisinage des points (x4, y,) € X

dy . .

tels que y, 54 0, et par w = 6x* — 104, au voisinage des points (x,, 0) € X, est une
forme différentielle holomorphe sur X. Puisque c’est une forme fermée, elle admet
une primitive au voisinage de chaque point de X; globalement, cette primitive
est une fonction multiforme z, holomorphe au voisinage de chaque point de X. La
relation dz = » montre que ’on a

(3. 2) dx = ydz.

Au voisinage de chaque point (x,, y,) € X, chaque détermination de la fonction 2z

est une coordonnée locale : en effet, si y, % 0, x est une coordonnée locale, et
= —l—dx; si 3o = 0, y est une coordonnée locale, et dz = ___d_y_, le déno-

6x% — 104,

minateur n’étant pas nul.

On va maintenant compléter la surface de Riemann (X, ¢) en une surface de Rie-

mann (X', ¢’) au-dessus de la sphére de Riemann 8,. Pour cela, notons (x, y, t)

les coordonnées homogénes d’un point du plan projectif complexe P,(C) (cf. n° 2),

et considérons 1’ensemble X' des points de P,(C) dont les coordonnées homogenes

satisfont a

(3-3) YU = 4x* — 20a,xt2 — 28a,t3.

X’ est un espace topologique séparé; si 4 chaque point (x, ») € X on associe le point
de X' de coordonnées homogenes (x, y, 1), on identifie X a4 un sous-espace de X';
le complémentaire X' — X se compose d’un seul point « & Pinfini », le point de
coordonnées homogénes (0,1,0). Au voisinage de ce point, noté «, on peut prendre
%[y = x' comme coordonnée locale, car x’ définit un homéomorphisme d’un voisi-
nage du point « sur un voisinage de o dans G (en effet, posons ¢/y = ¢'; la relation
(3. 3) équivaut a
t' = 4x'% — 20 a,x't'? — 28 a,t'3;

au voisinage de ' = o, ¢’ = 0, le théoréme des fonctions implicites donne ¢’ comme
fonction holomorphe de x' :

(3-4) t = 42’3 — 320 a,%'7 4 - - .).

Le choix de la coordonnée locale 1’ au voisinage de « achéve de définir sur X’
une structure d’espace analytique (le lecteur vérifiera les conditions de cohérence).
Enfin, P’application ¢’ est définie comme étant égale 2 ¢ sur X, et envoyant le
point © de X’ au point a P'infini de S,.

La forme différentielle holomorphe «, définie plus haut sur X, se prolonge en une
forme différentielle holomorphe sur X' : on pose, au voisinage du point o, et
en utilisant la coordonnée locale x' et la fonction holomorphe t' de x’ définie par

(3- 4),

w = td(xJt') = dx’-——x’dt—tll —dx — ‘::%dx = —2dd(1 + gx)),

ou g est une fonction holomorphe au voisinage de x’ =-0, nulle pour »' = o. La
forme w ainsi définie sur ’espace (compact) X' posseéde localement une primitive z;
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c’est une fonction multiforme sur X', et qui sert de coordonnée locale au voisinage
de chaque point X'.

Supposons maintenant que les constantes a, et a, soient déduites d’un groupe dis-
cret Q par les relations (5. 5) du chapitre V, § 2. Alors la proposition 5. 2 du méme
paragraphe montre que la transformation méromorphe

(3-5) x=1y(), =V

définit un isomorphisme de Pespace analytique G/Q sur Pespace analytique X'. Par
Pisomorphisme réciproque, z est une fonction holomorphe multiforme sur X/,
dont les déterminations (locales) se déduisent les unes des autres par I’addition
d’une constante appartenant & Q. On a dx = y dz & cause de (3. 5), et par consé-
quent dz (qui est une forme différentielle bien définie sur X') n’est autre que la
forme «» définie ci-dessus (ce qui justifie la notation z).

Abandonnons maintenant I’hypothése suivant laquelle a, et 4, proviennent d’un
groupe discret Q par les formules (5. 5) du chapitre v, § 2. La fonction multi-
forme z définie sur X' par la condition que dz = w est encore définie; une analyse
plus poussée de la topologie de I’espace X' permettrait de montrer que les diverses
déterminations de z se déduisent les unes des autres par I’addition de constantes
qui forment un sous-groupe discret Q du groupe additif C, Q étant engendré par
deux éléments ¢, et ¢, linéairement indépendants sur le corps réel R. On peut
achever de fixer la fonction multiforme z en lui imposant d’étre nulle (mod. Q)
au point o0 de X'. Introduisons alors la courbe algébrique

% = 4x° — 20b,x — 28b,,
ol1 les constantes b, et b, sont données par
b=3 X L, b=53

)
w€Q, wyto 0t

1
0w €Y, wito Wl

Soit (X", ") la surface de Riemann correspondante, au-dessus de S,. La fonction
multiforme 2z définit une application holomorphe de X' dans C/Q, lequel, on vient
de le voir, est isomorphe 4 X”; on a donc une application holomorphe f: X' — X",
On peut montrer (ce que nous ne ferons pas ici) que f est un isomorphisme; donc
S prend, sur X’, une fois et une seule toute classe de valeurs mod. Q. Donc les coor-
données (non homogeénes) x et y d’un point de X’ sont des fonctions méromorphes de
z, admettant Q pour groupe de périodes; et comme on voit facilement que x est une
fonction de z ayant un pdéle double pour z = o, avec 1/z® pour partie principale
(et n’ayant pas d’autre péle que ceux de Q), il s’ensuit que x = p(2), p désignant
la fonction de Weierstrass attachée au groupe Q, et y = p’(z). Ainsi, 'isomor-
phisme f : X’ — X" n’est autre que ’application identique, et on a b, = a,, b, = a,.
Finalement, on voit que tout couple de constantes a, et a, telles que le polynéme P(x),
second membre de (3.1), ait trois racines distinctes, définit un groupe discret Q tel que
a, et a, satisfassent aux relations (5.5) du chapitre v, § 2; de plus, la courbe algébrique (3.1),
 compris son point & Pinfini, admet une représentation paramétrique a I'aide des Sformules (3.5).

4. NOTIONS SUR LE PROLONGEMENT ANALYTIQUE

A

On va se borner & envisager le prolongement analytique dans le plan
complexe C. Posons le probleme :

Probléme. Supposons donné un ouvert non vide et connexe U du plan G
(U sera considéré comme une surface de Riemann au-dessus de C, en
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prenant pour ¢ : U — G Pinjection naturelle). Soit donnée une fonction f
holomorphe dans U. On cherche une surface de Riemann (X, ¢) non
ramifiée au-dessus de G, et un isomorphisme j de U sur un ouvert de X,
de facon a satisfaire aux conditions suivantes :

(i) poj=1 (ce qui permet d’identifier U & une « sous-surface de
Riemann » de X);

(ii) la fonction f se prolonge en une fonction holomorphe g dans X (« se
prolonge » signifie que l’'on a g oj = f dans U);

(iii) la surface de Riemann (X, ¢) est « la plus grande possible » parmi
celles qui satisfont & (i) et (ii). Cela signifie, d’une fagon précise, que
si_ une surface de Riemann non ramifiée (X', ¢') au-dessus de G, et un
isomorphisme j' de U sur un ouvert de X' satisfont & des conditions
analogues & (i) et (ii), alors il existe une application holomorphe

h: X' -X
et une seule, telle que

(4 1) hoj'=j, goh=4g.
Avant d’aller plus loin, faisons une observation : dans la condition (ii),
la fonction holomorphe g qui « prolonge » f est unique, en vertu du « prin-
cipe du prolongement analytique » (cf. § 4, n°® 4). De plus, dans (iii),
appelons g’ 'unique fonction holomorphe dans X' telle, que g’ o j' = f;
alors on a nécessairement

(4- 2) geh=yg';

eneffet, g o & est holomorphe dans X', et, dans U, on a bien (g o k) o j' = f,
puisque % o j' = j d’aprés (4. 1) et g oj = f par hypothése.

On exprimera bri¢vement la propriété (iii) en disant que le triplet (X, ¢, )
posseéde une propriété universelle (sous-entendu : vis-a-vis des triplets satis-
faisant a (i) et (ii)).

Le théoréme fondamental du prolongement analytique consiste en ceci :
étant donné un ouvert connexe U c G et une fonction f holomorphe dans U,
le probléme précédent posséde une solution et une seule. L’unicité ainsi affirmée
doit étre entendue « & un isomorphisme prés ». Nous allons d’abord
prouver cette unicité, et préciser en méme temps ce que ’on doit entendre
par : « a un isomorphisme preés ».

Démonstration de Punicité. Supposons que 1’on ait deux solutions du probléme
(X, 9,4) et (X;, ¢1,71). Puisque par hypothése (X, ¢,7) posséde la propriété
universelle, il existe une appllcatlon holomorphe % : X; — X et une seule,
telle que

(4-3) hoj, =7, 9ok =0,
207
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Pour la méme raison, il existe une application holomorphe #,: X — X,
et une seule, telle que

hyoj =J1 910k =g

1

Considérons I’application / o k; de X dans lui-méme; c’est une application
k telle que
k Oj =j’ ? o k = 4?;

or, d’aprés la propriété universelle, il existe une seule application holomorphe
ayant ces propriétés, et comme ’application identique de X posséde ces
propriétés, il s’ensuit que k=#h o &, est Papplication identique de X. Pour
la méme raison, %, o A est ’application identique de X,. Ceci entraine que
ket h; sont des isomorphismes, réciproques I’'un de P’autre.

Ainsi, deux solutions quelconques du probléme se déduisent I’'une de ’autre
par un isomorphisme #4 satisfaisant a4 (4. 3); c’est dans ce sens que I’on peut
dire que la solution du probléme (s’il y en a) est unique & un isomorphisme
prés.

Il reste & prouver lexistence d’une solution, ce qui est plus délicat. Le lecteur
non entrainé est invité a laisser de coté la démonstration que nous allons
donner maintenant.

Soit Z P’ensemble des couples (z,, S) formés d’un point z,&C et d’une série entiére
(2 une variable) S dont le rayon de convergence n’est pas nul. On définit sur Z la
topologie suivante : & chaque couple (V, F) formé d’un ouvert V cC et d’une fonc-
tion F holomorphe dans V, on associe I’ensemble W(V, F) des couples (z,, S) ou

Zo€V et ou S est la série entiére > a, X" telle que 2 a,(z—2zy)" soit le développe-

n=0 n=0
ment en série entiére de F au voisi%lage de z,. Par dézﬁnition, les ensembles W(V, F)
forment une base d’ouverts pour la topologie que ’on veut définir sur Z : tout ouvert
de Z est une réunion d’ensembles de la forme W(V, F), et réciproquement toute
réunion d’ensembles de la forme W(V, F) est un ouvert. On démontre facilement
que P’intersection de deux ouverts est un ouvert; on a donc bien défini une topologie
sur Z. Cette topologie est séparée; que deux points distincts (z,, S) et (zo, S’) aient
des voisinages ouverts d1s101nts est évident si 13 £ zh; et siozg =25 et SH#£ T,
Pensemble des points (assez voisins de z,) au voisinage desquels les fonctions holo-
morphes définies par les séries entiéres distinctes S et S’ coincident est vide, & cause
du « principe du prolongement analytique ».
A chaque couple (z,, S) associons le point zo& C; on définit ainsi une application p :
Z—>C, qui est localement un homéomorphisme (i.e : tout point de Z posséde un voisinage
tel que la restriction de p & ce voisinage soit un homéomorphisme sur son image ):
cela résulte aussitét de la définition de la topologie de Z. En utilisant p comme
coordonnée locale au voisinage de chaque point de I’espace Z, on définit sur Z une
structure d’espace analytique. Pour cette structure, ’application p est holomorphe;
donc (Z, p) serait une surface de Riemann au-dessus de C si Z était connexe (on
verra que ce n’est pas le cas).
Définissons une fonction G dans I’espace Z comme suit : la valeur de G en un
point (z,, S) € Z est, par définition, le terme constant de la série entiére S = Z a,X";

n>0

c’est aussi la valeur, au point z,, de la fonction holomorphe 2 a,(z — zo)" définie
n=0
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au voisinage de z,. La définition de la topologie de Z montre facilement que la
fonction G ainsi définie sur ’espace Z est holomorphe; en fait, si on exprime, au
voisinage de (z,, S), comme fonction de la coordonnée locale z (voisine de z,),
on trouve que la fonction G admet le développement en série entiére Z a,(z—2zo)",
n>=>0
ou Z a,X" est précisément la série S. >
n20
Iusqﬁ’h présent, on n’a pas encore utilisé la donnée de I’ouvert non vide et connexe
U, et de la fonction f holomorphe dans U. On va maintenant s’en servir. Considé-
rons W(U, f) : c’est, par définition, un ouvert (non vide et connexe) de I’espace
analytique Z; et la restriction de I’application p : Z— C & cet ouvert W(U, f)
est un isomorphisme de W(U, f) sur Pouvert UcG. Soit j I’isomorphisme réci-
proque. L’application composée G oj n’est autre que f. Soit X la composante
connexe de Z qui contient ’ouvert j(U); et soit ¢ la restriction de p 4 X; soit enfin
g la restriction de G 4 X.
Puisque p est localement un homéomorphisme, il en est de méme de 3; donc (X, 9)
est bien une surface de Riemann non ramifiée au-dessus de C. Pour montrer que
(X, ¢) et 'isomorphisme j satisfont aux conditions du probléme, il reste & vérifier
qu’ils satisfont aux conditions (i), (ii) et (iii). La condition (i) résulte trivialement
de la définition de j. La condition (ii) est vraie, parce que g est la restriction de G
a X, et que G o j=f, comme on I’a vu. Montrons (iii) : soient (X', 7’) et j' comme
dans (iii), avec une fonction g’ holomorphe dans X’ et telle que g’ ¢ j' =f dans U;
définissons une application £ de X’ dans Z, en associant 4 tout point xjeX’ le
couple (9'(xf), S), ou S désigne la série entiére Y a,X" telle que Y a,.(z——zo)"
n>0 n29
soit le développement, au voisinage de z, = q;’(xﬁ, de la fonction/holomorphe
Mz) telle que A(¢'(x')) = g’'(x') au voisinage de x} (ici intervient ’hypothése que la
surface de Riemann (X', ¢’) est non ramifiée, et que par suite ¢’(x’) est une coor-
donnée locale sur X' au voisinage de x}). L’application £ qu’on vient de définir
est holomorphe dans X'. Puisque I’espace X' est connexe (d’aprés la définition
d’une surface de Riemann), son image par k est connexe; et comme cette image
contient évidemment P'ouvert j(U), cette image est contenue dans la composante
connexe X de Z. Donc £ induit une application holomorphe % de X’ dans X, et
on vérifie facilement que £ satisfait aux conditions (4. 1). Pour achever la démons-
tration, il reste & prouver que toute application holomorphe % : X’ — X satisfaisant
4 (4. 1) coindice avec la précédente; or elle doit coincider avec elle dans P'ouvert
non vide j'(U), et par suite la coincidence a lieu dans tout I’espace connexe X',
en vertu du principe du prolongement analytique (§ 4, n° 4).

Remarques diverses. On a ainsi obtenu une « plus grande » surface de
Riemann non ramifiée au-dessus de C, contenant I’ouvert donné U, et dans
laquelle la fonction donnée fse prolonge en une fonction holomorphe. L’idée
la, plus simple aurait consisté & chercher un « plus grand ouvert » connexe
V contenant U, et dans lequel f se laisse prolonger en une fonction hol>-
morphe. Mais un tel probléme n’a pas de solution en général, et C’est ce qui
rend indispensable la considération des surfaces de Riemann non ramifiées,
au lieu de considérer simplement des ouverts de C. Voici un exemple qui
montre qu’il n’existe pas de plus grand ouvert connexe V contenant U, et
dans lequel f'soit prolongeable : on prend pour U un disque ouvert de G ne
contenant pas 0, et pour fonction f une détermination de log z dans U; soit
U’ le symétrique de U par rapport 4 0; il est facile de construire deux ouverts
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simplement connexes V, et V,, contenant chacun U et U’ (voir figure 13),
et tels que si on prolonge dans V, (resp. dans V,) la détermination consi-
dérée de log z dans U, on obtienne, par restriction a4 U’, des déterminations

Figure 13

différentes. 11 ne peut donc pas exister d’ouvert V contenant V, et V,,
et dans lequel la détermination de log z dans U puisse se prolonger. Il
n’y a donc pas de plus grand ouvert contenant U et dans lequel le prolon-
gement est possible.

Soit toujours f une fonction holomorphe dans un ouvert UcG, et soit
o€ U. Considérons un chemin v : I — G d’origine z, et d’extrémité z,;
on ne suppose pas que ’image de v soit contenue dans U. (I désigne le
segment [0, 1]). Soit d’autre part un triplet (X, ¢, g) satisfaisant aux condi-
tions (i), (ii}, (iii). S’il existe une application continue £ : 1 — X telle que
v 0o h = v et h(0) =j(z,), une telle & est unique (démonstration facile);
on 'appelle un relivement du chemin y dans la surface de Riemann (X, o).
Au voisinage du point A(1) € X, la fonction ¢ s’exprime comme fonction
holomorphe de z = ¢(x) au voisinage du point z;; on dit que cette fonction
holomorphe de z a été obtenue par prolongement analytique de la fonction
holomorphe f le long du chemin y (d’origine z, et d’extrémité z,).

La théorie précédente du prolongement analytique admet diverses géné-
ralisations. Par exemple, au lieu de prolonger sur une surface de Riemann
non ramifiée au-dessus de C, on peut prolonger sur une surface de Riemann
non ramifiée au-dessus de la sphére de Riemann ; les raisonnements sont ana-
logues. On pourrait aussi considérer des surfaces de Riemann non astreintes
A étre non ramifiées, en leur imposant des conditions analogues a (i), (ii),
et (iil); on peut alors montrer que le probléme ainsi posé posséde encore
une solution, unique « A un isomorphisme prés ».

Exercices

1. Soit D un ouvert simplement connexe du plan G, distinct de G, et soit
aeD. Etant donnés un nombre complexe b tel que |5| < 1, et un nombre
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réel a, montrer qu’il existe une seule fonction holomorphe f(z) qui défi-
nisse un isomorphisme de D sur le disque unité et satisfasse a

(@) f(a) =5, (ii) arg f'(a) = o

2. Soit D Pouvert connexe ayant pour frontiére la réunion de deux cercles
C;, C; sans point commun, tels que C, soit contenu dans I’intérieur de C,.
Montrer qu’il existe une transformation homographique qui applique D
sur une couronne : r < |z| <C 1 (ou r est un nombre convenable > o et

< 1).

3. Soit f(z) une fonction holomorphe et univalente dans le disque unité B :
|z| < 1, et soit D = f(B) I’image de B par f. De méme, soit D, I'image par
f du disque ouvert B, : |z| <<r, 0 <7 <{1.

(i) Montrer que, si & est un automorphisme de D laissant fixe le point

f(0), on a
h(D,) D, pour o <<r < 1.

(Appliquer le lemme de Schwarz a la fonction f-1(A(f(z))).)

(ii) Montrer que, si D est étoilé par rapport au point f (o) (voir chapitre 11,
§ 1, n° 7 pour la définition), alors D, est aussi étoilé par rapport au point
f(0), pour 0 <{r < 1. (Se ramener au cas ou f(0) = 0 et considérer la
fonction f~1()f(z)) pour o <X < 1.)

(iii) Supposons maintenant que D soit convexe. Montrer que D, est aussi
convexe pour 0 < r < I. Si E est un disque ouvert tel que EcB, son
image f (E) est-elle convexe?

(Etant donnés o << % < 1, et z;, z,€B, considérer la fonction

g.(z) = (1 — ) f(2z1/22) + 2 f(2),

stz 1< |<:2| # 0. Pour la seconde question, montrer qu’il existe un auto-
morphisme 3 de B tel que =(E) = B, avec 0 <7 < 1, et considérer la fonc-

tion fo ¢71).

4. Soit w = f(z) une fonction holomorphe et univalente dans le disque
unité |z| <C 1, et soit I' I'image par f du cercle |z] = r, 0 << r < 1. Montrer
que le rayon de courbure » de I' en un point f(a), la| = r, est donné par
la formule suivante :

1 _Re(af"(a)/f(a)) + 1
) laf (@]
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(Remarquer que, si f(re") = u(6) + iv(8), on a
u'v" —u"v' —Im (u" -+ iv")

w4’ u + ’

ou #', u", etc., désignent les dérivées par rapport a 0.)

5. Soient a un nombre complexe, r un nombre > o, et soient z,, z, deux
points se correspondant dans I'inversion de péle a et de puissance r. Soit S
une transformation homographique n’ayant pas de poéle sur le cercle C
d’équation |z — a| = r. Montrer que S(z,) et S(z,) se correspondent dans
une inversion, dont on déterminera le péle et la puissance. Si S posséde un
pole sur C, montrer que S(z,) et S(z;) se correspondent dans la symétrie
par rapport a la droite S(C).

6. Soit C (resp. I') un cercle dans le plan de la variable complexe z (resp. w)

‘défini par |z —a| = r (resp. |w— z| = z). Soit D (resp. A) un ouvert
connexe du plan de z (resp. w) satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) Co = DnC (resp. I'y = A nT') est un arc (ouvert) non vide de C (resp.
de I');

(i) Dy = Jo(D-) (resp. Ao = Ji(3-)),

ou J,. (resp. J,) désigne 'inversion par rapport au cercle C (resp.I'), et
D.(resp. I'.) I’ensemble des zeD (resp. des we ) tels que |z—a|2r

(resp. (w — x| % 2). Soit de plus f une fonction définie et continue dans

D, uC,, a valeurs dans A, u I, telle que :

(iii) f soit holomorphe dans D. et applique D. dans Ay;
(iv) f applique C, dans T,
Montrer que, sous ces hypotheéses, f peut étre prolongée, d’une seule fagon,
en une fonction g holomorphe dans D, qui applique D_ dans A_. (Se
ramener, en utilisant I’exercide 5, au cas ot C, (resp. I'y) est contenu dans
I’axe réel, et utiliser le principe de symétrie de Schwarz, Chapitre II,
§ 2, n° 9)). '

On remplace maintenant les hypothéses (iii) et (iv) par les hypothéses
plus restrictives :

(iii") f définit un isomorphisme de D. sur A;

(iv') f applique C, sur I'.

Montrer alors que le prolongement g est un isomorphisme de D sur I'.
(On ‘devra notamment montrer que f est univalente, et pour cela que f
prend des valeurs distinctes en des points distincts de Cy; ceci se prouvera
par I’absurde, en utilisant la proposition 4.2 du Chap. i, § 5
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7. Soient a, r deux nombres réels tels que r > a > o. Trouver une fonction
w = f (z) qui définit un isomorphisme de P'intérieur D de I’ovale de Cas-
sini |22 — a?|<<r? sur le disque unité B: {w| <1, en conservant les
axes de symétrie. (D’aprés le principe de symétrie, il suffit de trouver une
fonction f définissant un isomorphisme de la moitié & droite D+ définie par

|22 — a®| < r%, Re(z) > o,
sur la moitié & droite du disque unité B+ définie par
Jw| < 1, Re(w) > o,

prenant des valeurs réelles sur P’axe réel, et appliquant le segment iy,
y, < 2 — a2, du plan z sur le segment iv, 'v| < 1, du plan w. Pour cela,
considérer d’abord la transformation 7 = z2, puis une transformation

homographique Z =:§—i§ transformant le cercle |{ — a? = r? dans
le cercle unité |Z| = 1, et le segment a? — 72 < Re (¢) <~o, Im() =0

sur le segment — 1 < Re (Z) <0, Im(Z) = o; et finalement une déter-
mination convenable de la fonction w = Z2,)

8. Considérons la fonction f(z) définie dans le demi-plan supérieur P+ :
Im(z) > o, par l'intégrale prise le long d’un chemin dans P+ reliant 0 4 2

u=f(z) =

[= dt
Jo Vi—%) (1 —k22)

ou k est une constante réelle telle que 0 <<k <<1; on prend la détermina-
tion uniforme du radical égale & 1 pour ¢ = 0. Montrer que f () peut se
prolonger en une fonction continue dans le demi-plan fermé Im(z) > o.

Posons
dt

_ 1 dt , r 1k
K fOV(x—t2)(:—k=t2) K f, V(eE—1) (1 — k2?)

Montrer que la fonction f(z) ainsi prolongée définit un isomorphisme du
demi-plan P+ sur le rectangle (ouvert) ayant pour somimets les points :
— K. K. K + iK', — K + iK', et applique I’axe réel sur le périmetre de _
ce rectangle. Préciser les points correspondant aux sommets.

Montrer que ’on peut prolonger la transformation réciproque : = Fiu: en
une fonction méromorphe, doublement périodique de périodes 3K. 2/K'.
dans le plan de la variable u. Préciser ses zéros et ses poles. et en déduire
qu’il existe une constante A telle que l'on ait

(¢t réel).

F(u) = A3, (4/2K)/3o(u/2K),

ol 3, 5, désignent les fonctions considérées dans I’exercice 3 du chapitre v,
avec v =1K'/K.
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1. Théoréme d’existence et d’unicité

1. POSITION DU PROBLEME

Soit k£ un entier > 1. Supposons données k fonctions holomorphes de
k + 1 variables complexes :

.fi(x’ ,yh e )'1:), I < i < k.

Ces fonctions sont supposées holomorphes au voisinage d’un point (a, by, ..., b).
On considére le systtme différentiel

(1. 1) %=f,~(x, Dy e )y 1 <i<ke

On cherche les systémes de & fonctions y; = ¢;(x) ({ = 1, ..., k), holomorphes
au voisinage du point x = g, telles que ¢; (a) = b;, et satisfaisant au syst¢me
(1. 1). Cette derniére condition exprime que les dérivées of(x) satisfont &

(r.2) 9i (%) = fi(® 91(%); + -5 ou(¥)).

THEOREME 1. Le probléme précédent posséde une solution et une seule.

Ce théoréme va étre démontré dans les trois numéros suivants.

2. CAs k= 1: PARTIE FORMELLE

Nous avons une seule fonction inconnue y de la variable x, I’équation
différentielle & résoudre étant

(2. 1) D _ fix, ).
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f(#, ») est une fonction Jonnée, holomorphe au voisinage du point (a, b).
Pour simplifier, nous supposerons désormais @ = 0, b = 0; on peut tou-
jours se ramener a ce cas au moyen d’une translation. Soit

(2. 2) flx )= % oty
P a0
le développement de Taylor de f; qui converge par hypothése au voisinage

de lorigine. La fonction inconnue y = ¢(x) admet le développement de
Taylor

(2. 3) o(x) = Y auxn,

21
dont les coefficients a, sont précisément & déterminer. Le coefficient g,
est nul, puisqu’on exige ¢(o) = o.

Dans une premiére étape, on va se borner & chercher une série entiére
formelle (2. 3) qui satisfasse formellement & I’équation différentielle (2. 1);
autrement dit, ¢'(x) désignant la dérivée formelle de la série formelle ¢(x),
on doit avoir

(2. 4) ¢'(%) =S (% 9(x),

ou le second membre est obtenu par substitution a y de la série formelle
¢(x) (sans terme constant).

PROPOSITION 2. 1. Etant donné la série formelle (2. 2), il existe une série formelle

(2. 8) et une seule qui satisfasse & (2. 4).

On va maintenant démontrer cette proposition; on se préoccupera seule-
ment plus tard de la question de savoir si la série (2. 3) ainsi obtenue est
effectivement convergente au voisinage de o.

Identifions les séries formelles en x des deux membres de (2. 4); en égalant
les coefficients de x* dans les deux membres on obtient :

(2. 5) (n+1)anrs = Pasi(ay, o5 @5 6p,q)s

ou P, est un polynéme par rapport aux lettres ay, ..., @, et 3 un nombre
fini des lettres ¢, ;, polynéme dont les coefficients sont des entiers > o.
Il n’est pas utile d’expliciter davantage ce polynéme. Par exemple :

ay = Co, 05 285 = 1,9 T+ €o,101-
Des relations (2.5) on déduit, par récurrence sur n,
(2. 6) an = Q.u(6p,4)>

ou les Q, sont des polynémes, & coefficients rationnels > o, par rapport
aux diverses variables ¢, , (chaque polynéme Q , ne dépendant que d’un
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nombre fini de ces variables). Il importe de bien observer que les poly-
nomes Q , sont définis une fois pour toutes. Les premiers polynémes Q ,
sont les suivants :

Q. = Q,=

1
Py (10 T €0.160.0)-

Les relations (2. 6) étant nécessaires et suffisantes pour que la relation
formelle (2. 4) soit vérifiée, la proposition 2. 1 se trouve démontrée.

3. Cas £ = 1 : QUESTIONS DE CONVERGENCE

On suppose maintenant que la série entiére du second membre de (2. 2)
est convergente au voisinage de (0, 0). On se propose de démontrer que la
série entiére (2. 3), dont les coefficients sont définis par les formules (2. 6),
posséde alors un rayon de convergence non nul. Pour cela, on va appliquer
la méthode dite des séries majorantes.

Définition. On dit qu’une série enti¢re formelle
(3-1) Fx,9) = X GCpoxy
P q20

est une série majorante de la série (2. 2), si les coefficients Cp , sont >0
et satisfont aux inégalités

|¢p,al < Cop, o-

On définit de méme une série majorante

(3. 2) B(x) = X Ann

>3

de la série formelle (2. 3).

ProposiTION 3. 1. Soit F(x, y) une série majorante de la série f(x, y). Soit ®(x)
la série formelle, sans terme constant, unique solution formelle de I’équation diffé-
rentielle

dy _
(33) D F(x, 5).
Alors ® est une série majorante de o.

Démonstration. Les coefficients A, de la série ® sont donnés, comme on I’a
vu, par les formules

(3-4) An=Qn(Cp,q);
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puisque les polynoémes Q , ontleurs coefficients > o, les inégalités|c,, | << Cp, ¢,
et les inégalités classiques relatives a la valeur absolue d’une somme ou
d’un produit, montrent aussitét que |a,| < A,. Ceci prouve la proposition.

Pour démontrer que la série (2. 3) a un rayon de convergence non nul
lorsque la série donnée (2. 2) converge au voisinage de l’origine, on va
procéder comme suit : on va expliciter une série majorante F de la série f;
puis on calculera explicitement la solution formelle & de I’équation diffé-
rentielle (3. 3), et on vérifiera directement que la série ¢ poss¢de un rayon
de convergence % o. Comme le rayon de convergence de la série ¢ est
au moins égal au rayon de convergence de la série majorante &, il s’en-
suivra bien que le rayon de convergence de ¢ est % o, et le théoréme 1
(no 1) sera enti¢rement démontré dans le cas ol £ = 1.

Par hypothése, la série (2. 2) converge dans un voisinage de ’ensemble

(3-5) x| <7, o<,

ou r est un nombre > o. Soit M la borne supérieure de | f (x, »)| sur I’en-
semble (3. 5). D’aprés les inégalités de Cauchy (chapitre 1v, § 5, formule

(4. 2)), on a

M
(3. 6) [¢p,q] < o
Posons
M
(3-7) Cpo= ySror

les C, , sont les coefficients d’une série enti¢re F(x,y) qui est une série
majorante de f(x, ). On calcule inmédiatement la somme de la série F,
qui est une série géométrique double :

(3. 8) F(x, ) =<I_i><l_2’;> pour |x| <1, |y <r.

L’équation différentielle (3. 3) est une équation & variables séparées :

Mdx .
%
I —

r

(3.9) (I —’7\@=

/

On lintégre par quadrature : la solution y qui s’annule pour x = o
est donnée par la relation

(3. 10) <1 —-%)2—1 = 2M log <I ——-—;i>, [x <,
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ou, dans le second membre, on prend la détermination du logarithme qui
est nulle pour x = o. De (3. 10) on tire

(3. 11) y=r<1—\/1+2Mlog<1 —-:—)),

ou, dans le second membre, on prend la détermination du radical qui est
égale a4 1 pour ¥ = 0. Le second membre de (3. 11) n’est autre que la
fonction ®(x), solution de I’équation différentielle (3.3) au voisinage de
x = 0. Or il est clair que cette fonction- est holomorphe au voisinage de
x = o0, et que son développement en série entiére admet donc un rayon de
convergence # o. En fait, il est facile de voir que le rayon de convergence
du second membre de (3. 11) est égal a

(1 —e7m).

La démonstration du théoréme 1 est ainsi achevée dans le cas ou k = 1.

4. CAs OU k£ EST QUELGONQUE

Revenons au probléme posé au n® 1. Nous supposerons que a, by, ..., b,
sont nuls; on peut toujours se ramener & ce cas au moyen d’une trans-
lation. Les k£ fonctions holomorphes f; (%, y;, ..., »«) admettent les dévelop-

pements de Taylor

— (i) L7
(4. 1) Ji(%, 15 s 8) = 2 o an g XY
Py Qas e Q>0
Ces séries étant données, on se propose de déterminer des séries entiéres
(4.2) w(®) = 3 ax
n>1

qui convergent au voisinage de o et satisfassent aux relations (1. 2).
Comme dans le cas ol £ = 1, on va procéder en deux étapes : on va d’a-
bord résoudre formellement les équations (1.2); on démontrera ensuite
la convergence des séries enti¢res obtenugs.

La solution formelle des équations (1.2) est unique: on doit écrire
que lon a, pour chaque ¢,

2 (n 4+ l)af.‘l X" = 2 "‘(i,)q.. o XP (E a‘r',’x'n) ..
n

™

Ceci donne, pour chaque ¢,

(4-3) @ = QAcia, ...0,)
ot les QY sont des polynémes & coefficients rationnels > o dont chacun
ne dépend que d’un nombre fini des variables ¢, .., (I'indice j prenant
les valeurs 1, ..., k).

On va maintenant montrer que si les séries entiéres (4. 1) convergent
au voisinage de ’origine, les séries (4. 2) dont les coefficients sont donnés
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par (4. 3) ont un rayon de convergence non nul. Pour cela, on va remplacer
chaque série f; par une série majorante F;. Soit (®,, ..., ®,) I’'unique solution
formelle du « systtme majorant »

dyi
(4-4) D =Fix, 1, -0r 20)-
Alors, pour chaque , ®; est une majorante de ¢; (démonstration analogue
a celle de la proposition 3. 1). Il reste & déterminer explicitement les F;
et les @,
Par hypothese, les f; sont holomorphes dans un voisinage du polydisque
fermé

(4’ 5) le < 7, |.y'l <f pour I <i<k’

et leurs valeurs absolues | f;| sont majorées par un nombre M sur ce poly-
disque. On en déduit que les

M
(4. 6) Ciaur.ra

k _rP“‘h"""*'llk

sont les coefficients de séries majorantes F;. Le syst¢me différentiel (4. 4)

s’écrit donc
k

d M 1

(4-7) 2 -

Soit y; = ®(x) I'unique solution formelle du syst¢me différentiel (4. 7).
On va montrer que toutes les séries ®; sont égales & une méme série ®.
En effet, soit y = &(x) J’'unique solution formelle de I’équation diftérentielle

_2\y__ M
(4‘ 8) <I 1') dx I__i

r

Il est clair que si ’on pose y; = ®(x) pour tout ¢, on obtient bien une solution
formelle de (4. 7); ceci démontre I’assertion.

En définitive, tout revient a prouver que la série formelle y = ®(x), solution
de I’équation (4. 8), admet un rayon de convergence non nul. Or ’équa-
tion différentielle (4. 8) s’intégre par quadrature : la solution qui s’annule
pour x = o est donnée par

1 \

:—[x + (k + )M log <1——§>]"—+i ;

et le second membre de (4. 9) est bien une fonction ®(x) holomorphe au

(4-9) y=r
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voisinage de x = 0; son rayon de convergence est donc bien 5 o. En fait,
le rayon de convergence est égal a

1
r( I — e—(k-i-l).‘\!).

2. Dépendance des paramétres et des conditions initiales

1. DEPENDANCE DES PARAMETRES

Nous supposons maintenant que les fonctions holomorphes f; qui figurent
au second membre du systéme différentiel (1. 1) du § 1 dépendent holo-
morphiquement de paramétres ¢,, ..., ¢;. D’une fagon précise, nous suppo-
sons données £ fonctions

Ji(% D1y ooy i3 b1y oo 1)

holomorphes de £ + j + 1 variables complexes au voisinage de ’origine.
Pour chaque systéme (¢, ..., ;) suffisamment voisin de-(o, ..., 0) le systéme
différentiel

dy .
(r. 1) D= filos s s 2 e s 1), (1< H)

admet une sblution holomorphe et une seule y; = ¢;(x), nulle pour x = o.
Les fonctions ¢;(x) dépendent bien entendu des valeurs données a ¢, ..., ¢;.
Nous noterons

(1.2) _yi=cp;(x;tl,...,tj), (I <1<k)

la solution de (1. 1) telle que ¢;(0; ¢, ..., ¢;) =0 pour i =1, ...,k

THEOREME 2. Sous les hypothises précédentes, les fonctions ¢i(x; ty, ..., t;) sont
des fonctions holomorphes des j + 1 variables x, t,, ..., t; au voisinage de Uorigine
(0; o, ..., 0).

Pour alléger I’écriture, on se bornera & démontrer ce théoréme dans le cas
ol k=1, j=1. On a donc

(1.3) Flepst)= 2 cpo(t)amy,
P20
ou les coefficients ¢, o(¢) sont eux-mémes des séries entiéres en ¢ :

(1. 4) ¢p,q(t) = S Cp,q,rb"

r=>0
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L’unique solution formelle de P’équation différentielle
dy _ .
(1. 5) D — f(x%3:0)

a ses coefficients a, donnés par les formules (2. 6) du § 1; donc chaque a,
est lui-méme une série formelle en ¢. Ainsi la solution formelle de 1’équation
(1. 5) est une série formelle

(1.6) y=olx1)

par rapport aux deux variables x et ¢.

Pour démontrer le théoréme 2, il suffit de montrer que la série formelle
(1. 6) converge lorsque x et ¢ sont assez petits. Pour cela on emploie encore
la méthode des majorantes. La fonction f (x, y, t) est, par hypothese, holo-
morphe au voisinage d’un polydisque fermé

(r.7) % <7, |y <1, |t] < 1, avec r > 0.
Elle poss¢de donc une série majorante F(x, », ¢t) de la forme

M

(=) =25

On voit que cette majorante se déduit de celle considérée au n® 3 du § 1
en remplacant, dans le second membre de la formule (3. 8) du § 1, le

nombre M par M / <I —-i—) Donc la solution y = ®(x, t) de I’équation
/

(I' 8) F(x:)” t) =

différentielle majorante% = F(x, y, t) est donnée par la relation

— —
b(x, t) 2M X
(1.9) — =1 I I+ ilog (1 '>J

2

I —
Or il est clair que le second membre de (1. g) est une fonction holomorphe

des variables x et ¢ au voisinage de I’origine x = o, ¢ = 0. Ceci achéve la
démonstration du théoréme 2.

2. DEPENDANCE DES CONDITIONS INITIALES
Considérons, pour simplifier, un systtme différentiel
di _
(2. 1) 7% =fi(% 1> o0y 1)
qui ne dépend d’aucun parameétre. Les fonctions données fi(x, yq, ..., ¥x)
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VII. Systémes différentiels holomorphes

sont toujours supposées holomorphes au voisinage de I’origine. Si le point
(by, ..., bi) est assez voisin de origine, les fonctions f; sont encore holo-
morphes au voisinage du point (o, b,, ..., &). On peut donc appliquer le
théoréme d’existence et d’unicité (théoréme 1 du § 1) : il existe une solution
¥ = oi(x) et une seule du systtme différentiel (2. 1), holomorphe au
voisinage de x = o, et telle que ¢,(0) = b;. Les fonctions ¢;(x) dépendent
évidemment des valeurs initiales ,, ..., b;; nous les noterons o;(x; by, ..., ;).

THEOREME 3. Avec les notations précédentes, les fonctions cp;(;c; by, ..., by) sont
holomorphes par rapport aux variables x, by, ..., b, au voisinage de l’origine x = o,
bl =0, ..., b, = o.

Autrement dit, la solution du systéme différentiel (2.1) dépend holo-
morphiquement des valeurs initiales 4; des fonctions inconnues .

Démonstration. Prenons comme nouvelles fonctions inconnues
(2. 2) Zi =y — b
Elle doivent satisfaire au systéme différentiel

(2' 3) ‘dii‘:! :.fi<x: Zl + bl) ceey Rk + bk)a

avec les valeurs initiales z;(0) = o. Les seconds membres des équations (2. 3)
dépendent holomorphiquement des paramétres &y, ..., b, au voisinage de
Porigine. D’aprés le théoréme 2, I'unique solution de (2. 3) qui s’annule
pour » = o est une fonction holomorphe z; = J;(x; b,, ..., bx). La solution
de (2. 1) telle que y = b; pour x = o est donnée par

P = b + '!Ji(-’ﬁ bl, [XXP) b’n)

et est par conséquent holomorphe en x, by, ..., b, au voisinage de ’origine.
Ceci démontre le théoréme 3.

3. Equations différentielles d’ordre supérieur

On se bornera 4 un exemple : celui d’une seule équation différentielle
d’ordre £ :

, d*y / o

(3. 1) T =S 2 0 s SET)

La fonction donnée f est une fonction holomorphe de & + 1 variables au
voisinage d’un point (a, b, by, ..., b,—,). On cherche une fonction y = ¢(),
holomorphe au voisinage du point x = a, telle que ¢(a) = b et que les
dérivées successives o/(x), ..., 9~ "(x) prennent au point a les valeurs



Exercices

by, <oty biy, et telle enfin que P’on ait identiquement, pour x assez voisin

de a,
9©(x) =f (% 9(x); ¢'(x), -..r ¢*0(x)).
THEOREME 4. Le probléme précédent admet une solution et une seule.

Démonstration. On raméne classiquement la résolution d’une équation
différentielle telle que (3. 1) a celle d’un systéme différentiel du premier
ordre, par l'introduction de nouvelles fonctions inconnues. D’une fagon
précise, introduisons, outre la fonction inconnue y = 4(x), les fonctions

! =£i, k—1) =dk—’ .
y = ceny W dek__,

Les fonctions y, y', ..., »*—1 doivent satisfaire au systéme différentiel

dy _
] a'x =7
d !
dx =y”’\
(3.2)  eeeeeeeeiieen vees
d)’(dkx_” = yk—1

dy®—" ,
- —'}{;—x— =f(x) D2 IR y(k—[)).

On applique au systéme (2) le théoréme 1 du § 1, ce qui démontre le pré-
sent théoréme 4.

Exercices

1. Soit donnée une équation différentielle linéaire de la forme suivante :

(1) (ags + Bo) ™ + (ayx + b)) D + - + (@ + b) y = 0.
Montrer que, si U(z) est une fonction continue dans un ouvert D, et y
un chemin différentiable par morceaux dans D, ayant son origine en z,,
son extrémité en z;, la fonction f (x) définie par l'intégrale

2 7@ = [0 ae

est partout holomorphe dans le plan de la variable x. Pour que f(x) soit
une solution de (1), il suffit que P'on ait

() [=AQUEI; =0,
(i 2 (ADUE) =BEU(),
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V1I. Systemes différentiels holomorphes

si on pose
A(Z) = ag" + -4 a, B(Z) = bo‘z" + -+ b

Supposons que A(z) posséde n zéros ¢y, ..., ¢, deux a deux distincts. Montrer
que l'on peut écrire

B(z) _ %4 S
A(Z) a+z——01+ +z_cn

ol «, o, ..., , sont des constantes complexes, et en déduire que si
vj(j=1,..., n) désigne un chemin différentiable fermé dans D, ou
D =C—{cy..., ¢, partant d’'un point fixe zoeD et contournant une
fois le point ¢;, et si v; (I < J, ¥ < n) désigne le contour défini en parcourant
successivement y; dans le sens direct, y, dans le sens direct, puis y; dans le
sens indirect, et finalement y; dans le sens indirect, et si on prend la fonction

URz) = AZz) (g —c¢p)* ... (2—¢c)™  pour zeD,

fonction en général multiforme, I’intégrale (2), ou on prend y =y,
(donc zy ='2;) définit une solution de (1). Montrer que ’on obtient
ainsi au plus # — 1 solutions (qui sont holomorphes dans le plan).

2. Démonstration du théor¢me des fonctions implicites (proposition 6. 1
du chapitre 1v, § 5, n° 6) par la méthode des séries majorantes (on suivra
les notations de I’énoncé de la proposition citée) : montrer d’abord que
Pon peut se ramener aucas ol a; = bj=c¢, =0, = 1,...,n; k=1,...,p,
et que 'on a

(1) Ji (%15 cees %3 215 0ees zp) = ¢j1(2) x1 + - + ()%
+ S Ch@)Ep

v, +"~+vn>’-'

ou les coefficients ¢;;(2) et cj,....,(¢) sont eux-mémes des séries entiéres
en Zy,..., Zp, €t

det (c;;(2)) # 0

POUr Xy, ..., Xn} Zy,...,Zp ASS€Z petits.
En déduire, utilisant la formule de Cramer, que le syst¢tme (6. 1) du chapitre
1v, § 5 est équivalent &

@ H=1@»+ @It D Y@ xm

D ‘4...-+yn/2
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j=1, ..., n, ol les coefficients y sont aussi des séries entiéres en z,, ..., 2,
et que (2) s’écrit par suite

3) = D AwixexpdrZfe. . 2pe
SIS
Rgsoenr Xp 20

F D hveevgme w2 f =1, . 0,
Vit iy, 22
X|,-u,xp>0
Montrer que, pour que les n séries formelles

(4‘) X = 2 dj; ISTRRTIEY. F P, pBaz8e .. 28p
Bkt gt g g Poas eees tp* O cp)’i Innky . pPs

forment un systéme de solutions formelles de (3), il faut et il suffit que I’on
ait

dj: T R = Qj; Pty oo p,.:a'.,--..o'p(Y’ d)s
o1 Q désigne un polyndme bien déterminé a coefficients entiers en yjj; x,,...xps
i Vay oo Vs e xps €6 €N diid L Api Ty, CES derniers n’intervenant que si
Mttty taFno<p Attt ot oo

En déduire qu’il existe un syst¢tme et un seul de solutions formelles de (3).
Pour montrer la convergence des séries obtenues, montrer que (3) admet
une série majorante de la forme suivante :

I_Xl+"'+xn s

1:——————le+'“+2, I
R \

ou M, R sont deux constantes réelles positives (remarquer que le dévelop-
I
. (1—Ty) ... 1 —T,)
P PIR | )>, et que par suite, en faisant X, = X, = - =X, =X,
— (T, + - A

on obtient une majorante des séries (4), en résolvant I’équation du second .
degré en X:

est majoré par celui de

pement en série enti¢re de

M 1 nX
- e Tzt R TR

X =

(voir la démonstration de la proposition 9. 1 du chapitre 1, § 2, n° g).
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Quelques réponses numériques ou quantitatives

CHAPITRE 1

3. P, = a,b%, Py = 2a,0,b, + azb?,
Py = ay(2b1b5 + b3) + 3a363b, - a,b}.
Py = 2ay(b1by + bsbs) + 3a5(61by + b143) + 40,016, + asb}.

Txs L 2xs ...
X4 X0 2X0

4 a) infini, b) 1, ¢) inf(—:;, %)
6. 1.

14. (ii) nm/a, n entier.

CuarpiTre II1

; = 2Re(z —2Im@) =1
17. (i) x . + |~ y TF o) u FEE

20. (i) (m(2n —2)1)/(22" [ (n — 1) !]2a""1251%),

(i)  w(l5 —lal),

(iii) w(e~* — 1/2),

(iv) ma"/(1—a?) si |a]<1, =fa*(a*—1) si |a| > 1.
23. (i)  =f/(nsin (« -+ 1)m/n).

. ' I _r a 1
25. (i) ..é. a+bn‘ = K‘/_cothn\/ b a>,

!

N n2 = sh -uat/a —sin -ua\/;
= ol ,
sttt at 224 ch zay/2 — cos nay/2
. \] I I I
——— =—(rctgax——).
(ii) };‘f X —pt 2 (-n gy — >
CHAPITRE V
8. (— 1)"/n!
9. ay = a3/3, ag = 3aya,/11.

CHAPITRE VI

7. w= rz/\/a252 +r*—a* avec la détermination du radical qui est
réelle positive pour z réel.
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Les chiffres de référence indiquent successivement
le chapitre,
le paragraphe
et le numéro (ou, éventuellement, ’exercice).

Algebre des polynémes ...............ciiiiiia.., I 11
Algebre des séries formelles . ....................... I 1 2
Analytique (espace) ............ciiiiiiiiiiiia... VI 4 2
. . (1 4 1
Analytique (fonction) ............... ... ... ... ‘v 2 2
Antiholomorphe {transformation) .................. VI 1 I
Argument ..............iiiiiiiiiiii it I 3 4
Automorphisme (d’un ouvert) ..................... VI 2 2
Automorphisme (de la sphére de Riemann) ......... VI 2 4
Bord orienté d’un compact .............. ... n 19
Borné (sous-ensemble de #6(D)).................... Vo 4 1
Carte ...ttt e m 5 1
Cauchy (inégalitésde) .................... .ot m 1 I
m 4 4

v 5 4

Cauchy (formule intégralede) ..................... n 2 5
v 5 2

Cauchy (théoremede) ............ ... ... ... I 2 4
Chemin différentiable ............................ n 11
Chemin différentiable par morceaux................ 11
Cheminfermé ............ ..., o1 oa
Chemin (non nécessairement différentiable) ......... I 1 5
Critique (point) ..........coiiiiiiiveninenannnn., Vi 1 2
Conforme (transformation) ........................ VI 1 1
Conforme (représentation) ........................ VI 2 I
Convergence des séries de fonctions méromorphes .... v 2 1
Convergence normale sur tout compact ............. v 1 1
Convergence uniforme sur tout compact ............ vV 1 1
Coordonndes locales ............. ... ... ... ot VI 4 I
Courbe elliptique .......... ... ... ... ... ... v 2 5
d’Alembert (théorémede) ........................ m T 2
Dérivée (d’une série formelle) ..................... 1 1 6
Dérivée (d’une série entiére convergente) ............ 1 2 7
Détermination du logarithme ................. [ 1 3 5
Développable en série de Laurent (fonction) ......... m 4 2
Développable en série entiere (fonction) .......... .. 1 4 1
Développement de Laurent ....................... m 4 2
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Développement de Taylor ........................ I
Dirichlet (problemede) .......................... v
Domaine de convergence ......................... v
Equivalentes (structures d’espace analytique). .. ...... VI
Espace analytique .............. ... ... ... vI
Etoilé (ensemble) ...............coiiiiiiiiiii... 11
Exponentielle (fonction) .......................... I
— réelle ................. . ... I
— imaginaire ................ 1
Famillenormale ...................... ..o ... v
Fonction I' ...... ... . ... . i, v
Fonction p de Weierstrass ........................ v
Forme différentielle fermée ....................... I
Forme différentielle holomorphe sur un espace ana-
Iytique....... ... . . vI
Green-Riemann (formulede) ...................... I
Groupe d’automorphismes ........................ VI,
— duplan ................. VI
Groupe de périodes ...............cciiiiiiiin, I
Hadamard (formulede) .......................... I
Hadamard (théoréme des trois cercles) .............. m
Harmonique (fonction) ........................... v
Hartogs ......... oo v
Holomorphe (fonction)....................... .. ... It
— sur la sphére de Riemann .... m
— alinfini ... m
— de plusieurs variables ........ v
— sur un espace analytique ..... vI
— sur une surface de Riemann .. wvi
Homotopes (chemins) avec extrémités fixes........... It
— comme chemins fermés ........ I
Indice (d’un chemin fermé)........................ i
Indice de ramification ................... ... .l VI
Inverse (d’une série entiére convergente) ............ I
Inverse (d’une série formelle) ...................... I
Inversion-symétrie ............... ... . il vI
Isomorphisme (d’un ouvert sur un autre) ............ VI
Isomorphisme d’espaces analytiques ................ VI
Laplacien .......... ... .. ... i v
Laurent (développementde) ...................... I
Laurent (sériede) ..................coiiiiiiia... I

Index
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4 2
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r 7
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2 5
I 4
4 8
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5 5
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5 I
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1 6
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1 8
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3 1
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Liouville (théorémede) ........................... m 1 2
Logarithme complexe ............................ I 3 5
Méromorphe (fonction) ............... ... ... ... I 4 5
— alinfini ................... nm 5 1
— sur un espace analytique ..... VI 4 5
— sur une surface de Riemann .. vi 5 2
Mesuredesangles ......... ... ... ... .. . oLl I 3 4
Module (d’un nombre complexe) .................. 1 2 1
Morera (théorémede) ............................ n 2 7
Non ramifiée (application)......................... vi 4 6
Non ramifiée (surface de Riemann) ................ VI 5 1
Normalement convergente (série) .................. I 2 2
Norme (d’un nombre complexe) ................... I 2 1
Noyaude Poisson ............. ... . ... ... Iv 4 1,2
Ordre d’une série formelle ........................ I 1 3
— (a plusieurs variables) ..... | AV
Ordre de multiplicité d’un péle .................... I 4 5
Ordre de multiplicité d’'un zéro .................... I 4 4
Orientation (d’un chemin). . ... e I 1 1
Ouverte (application) ............................ VI 1 %
Parallélogramme de périodes ...................... m 5 5
Périodes (de l’intégrale d’une forme différentielle sur un
espaceanalytique) .............. ... .ol vi 4 8
Picard (théorémede) ................ ... ... .. ... m 4 4
Pointallinfini ........... ... m 5 1
Point critique ........ ..o vI 1 2
Point singulier essentiel . . ......... ... ... .. ol 4 4
Point singulierisolé .......... ... ... . o o 4 4
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Poisson (noyaude) ............... oL IV 4 I,2
r 45
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Ramification ...... e vi 4 6
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Réciproque (d’une série entiére convergente) ........ I 2 9
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Riemann (sphérede) ......................... ... m 5 1
Riemann (surfacede) ............................ VI §5 1
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Structure d’espace analytique ...................... VI 4 I
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Henri Cartan

Théorls dlémentalrs des fomstlons analytiguss
d'une ou plusisurs variables semplexes

Ce livre contient I'essentiel de la théorie classique des fonctions d'une variable complexe
et présente, de fagon sommaire, les notions d'analyticité et d"holomorphie des fonctions
de plusieurs variables.

Le cas des fonctions analytiques de plusieurs variables, réelles ou complexes. est
envisagé pour permettre de considérer les fonctions harmoniques de deux variables
réelles comme des fonctions analytiques et de traiter du théoréme d'existence des
solutions d'un systéme différentiel dans le cas ou les données sont analytiques, en
utilisant la *“méthode des majorantes”.

Dans son mode d'exposition de ce sujet classique, I'auteur traite notamment de la
théorie des séries entiéres formelles et de la notion d”espace analytique™ abstraite, dite
usuellement “surface de Riemann”. Les questions de topologie plane, indispensables
lors du traitement de l'intégrale de Cauchy, sont abordées selon un point de vue un peu
différent de celui d'Ahlfors.

A d'infimes exceptions prés, des démonstrations complétes sont données de tous les
énoncés du texte, traités de maniére détaillée.

L'ouvrage comprend les chapitres suivants : séries entiéres a une variable - fonctions
holomorphes, intégrale de Cauchy - développements de Taylor et de Laurent, points
singuliers, résidus - fonctions analytiques de plusieurs variables, fonctions harmo-
niques - convergence des suites de fonctions holomorphes ou méromorphes, séries,
produits infinis, familles normales - transformations holomorphes - systémes
difféerentiels holomorphes.

Chaque chapitre est complété par de nombreux exercices et problémes qui. choisis par
Reiji Takahashi. permettent au lecteur de vérifier s'il a bien assimilé les questions
théoriques.
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